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2.1   Matematická logika

2.1.1   Výrokový počet

logická operace
zapisujeme
čteme
česky

negace
((
non (
není pravda, že (
( není pravdivé

( neplatí

disjunkce
( ( (

( vel (
( nebo (

konjunkce
( ( (
( et (
( a (
( a současně (

implikace
( ( (
( implikuje (
jestliže (, potom (
( je postačující podm. pro (
( je nutná podmínka pro (

ekvivalence
( ( (
( je ekvivalentní (
( právě tehdy, jestliže (
( tehdy a jen tehdy, jestl. (
( je nutná a postačující podm. pro (

Definice:  Indukcí podle složitosti definujeme formule výrokového počtu:


       (i)  Každý výrok je formule výrokového počtu.


      (ii)  Jsou-li (  a (  formule výrokového počtu, potom ( (, ( ( (, ( ( (, ( ( (  a ( ( (  jsou 
        
            

rovněž formule výrokového počtu.


     (iii)  Všechny formule výrokového počtu vznikají konečným počtem aplikací pravidel (i) a (ii).
Definice:  Tautologie (výrokového počtu) je každá formule výrokového počtu, která je vždy pravdivá (tj. bez 
      
     
      ohledu na pravdivost či nepravdivost vstupujících výroků).

Věta (o tautologiích výrokového počtu):

Nechť (, (  a (  jsou formule výrokového počtu.


Potom


   (i)
( ( ( (
(zákon vyloučeného třetího),


  (ii)
((( () ( (,


 (iii)
(( ( () ( ((( ( ( ()
(pravidlo kontrapozice),


 (iv)
( (( ( () ( ((( ( (()
(1. de Morganovo pravidlo),


  (v)
( (( ( () ( ((( ( (()
(2. de Morganovo pravidlo),


  (vi)
(( ( () ( ((( ( () ( (( ( ()),


 (vii)
(( ( () ( ((( ( ( (),


(viii)
((( ( () ( () ( (( ( (( ( ()),


  (ix)
(( ( () ( (( ( (),
(( ( () ( (( ( (),
(( ( () ( (( ( (),


   (x)
(( ( () ( (,
  (( (  () ( (,
     ( ( (( ( (),      (( ( () ( (,


  (xi)
( ( (,
     ( ( (,


 (xii)
(( ( () ( (( ( ( (),
    (( ( () ( (( ( ( (),


(xiii)
(( ( () ( ( (( ( ( (),      (( ( () ( ( (( ( ( ().

2.1.2. Predikátový počet

Definice:  Nechť M je množina.


 Řekneme, že ( (x) je predikát s volnou proměnnou x na množině M, jestliže platí:


      dosadíme-li za x v ( (x) libovolný prvek c množiny M, potom ( (c) je výrok (ať již pravdivý nebo 
     
  
      nepravdivý).

Pozn.: predikát s volnou proměnnou se někdy nazývá výroková forma

Definice:  Indukcí podle složitosti definujeme formule predikátového počtu:


       (i)  Každý predikát je formule predikátového počtu.


      (ii)
Jsou-li (  a (  formule predikátového počtu, potom ( (, ( ( (, ( ( (, ( ( ( a ( ( ( jsou 

 

rovněž formule predikátového počtu.


     (iii)  Je-li (  formule predikátového počtu a x proměnná, potom (x (  a (x (  jsou rovněž formule 

 

predikátového počtu.


     (iv)  Všechny formule predikátového počtu vznikají konečným počtem aplikací pravidel (i), (ii) a 



(iii).

Definice:  Tautologie (predikátového počtu) je každá formule predikátového počtu, která je vždy pravdivá.

Věta (o tautologiích predikátového počtu):


Nechť ( (x) je predikátová formule na množině M.


Potom


  (i)
(x ( M  (( (x)) ( ( (x ( M  (( (x)),


 (ii)
(x ( M  (( (x)) ( ( (x ( M  (( (x)),


(iii)
(x ( M  ( (( (x)) (  ( (x ( M  (( (x)),


(iv)
(x ( M  ( (( (x)) (  ( (x ( M  (( (x)).

2.2.  Množinové operace

Definice:  Nechť A a B jsou množiny.


      Řekneme, že množina A je podmnožina množiny B, jestliže (x ( A  (x ( B).

Pozn.: 
A ( B ( (x ( A  (x ( B)

Definice:  Nechť A je množina.


      Potenční množinou množiny A rozumíme množinu všech podmnožin množiny A a značíme ji P(A).
Definice:  Nechť A a B jsou množiny.


      Potom


        (i)  sjednocení množin A a B je množina A ( B = (x; x ( A ( x ( B(,


       (ii)  průnik množin A a B je množina A ( B = (x; x ( A ( x ( B(,


      (iii)  rozdíl množin A a B je množina A - B = (x; x ( A ( x ( B(.

Věta (o vlastnostech množinových operací):


viz. ucebnice 1 - strana   67

Definice:  Nechť A a B jsou množiny.


      Řekneme, že množiny A a B jsou disjunktní, jestliže A ( B = (.

Definice:  Uspořádanou dvojící prvků x a y rozumíme množinu (x,y( = ((x(,(x,y((.

Definice:  Nechť n je přirozené číslo takové, že n ( 3.


      Potom uspořádanou n-ticí prvků x1, x2, ....., xn rozumíme množinu




(x1, x2, ....., xn( = (x1, (x2, x3, ....., xn((.

Definice:  Nechť A a B jsou množiny.

   Kartézský součin množin A a B je množina A x B = ((x,y(( x ( A ( y ( B(.

Pozn.: Libovolnou podmnožinu kartézského součinu A x B nazveme relací mezi množinami A a B.

Věta (o vlastnostech kartézského součinu):


viz. ucebnice 1 - strana   69
(hlavní bod: kartézský součin není komutativní!!!)

2.3.

Zobrazení

Definice:  Nechť A a B jsou množiny.

   Řekneme, že f je zobrazení množiny A do množiny B a značíme f: A (( B, jestliže


 (i) f ( A x B,


(ii) ke každému x z množiny A existuje právě jedno y z množiny B tak, že (x,y( ( f.

Definice:  Nechť f: A (( B, x ( A, y ( B  a  M ( A.


      Řekneme, že 



  (i)  y je obraz prvku x při zobrazení f, jestliže y = f(x);



 (ii)  x je vzor prvku y při zobrazení f, jestliže y = f(x);



(iii)  množina f(M) je obraz množiny M při zobrazení f, jesliže f(M) = (f(x); x ( M(.

Definice:  Nechť f je zobrazení množiny A do množiny B.


      Potom



 (i)  definiční obor zobrazení je množina D(f) = (x; x ( A ( (y ( B  ((x,y( ( f)(,



(ii)  obor hodnot zobrazení je množina H(f) = (y; y ( B ( (x ( A ((x,y( ( f)(.

Definice:  Nechť f: A (( B, g zobrazení a M množina taková, že M ( A.


      Řekneme, že g je restrikce zobrazení f na množinu M, jestliže




D(g) = M   (   
( x ( A (g(x) = f(x)).

Pozn: značíme f   M

Definice:  Nechť f: A (( B a g: B (( C .

   Potom superpozice vnějšího zobrazení g a vnitřního zobrazení f je zobrazení h definované předpisem




( x ( A (h(x) = g(f(x))).

Pozn: značíme g( f (            

Definice:  Řekneme, že f je zobrazení množiny A na množinu B a značíme f: A (( B, jestliže

    (i) f: A  (( B a 

   (ii) H(f) = B.

Věta (o vlastnostech zobrazení množiny na množinu):


Nechť f je zobrazení množiny A na množinu B a g je zobrazení množiny B na množinu C.


Potom g(f( je zobrazení množiny A na množinu C.

Definice:  Řekneme, že f je prosté zobrazení množiny A do množiny B, jestliže

 (i) f: A (( B a 

(ii)  ( x1 ( A  ( x2 ( A  (x1 ( x2  (  f(x1) ( f(x2)).

Definice:  Nechť f: A (( B, M ( A.


      Řekneme, že zobrazení f je prosté v množině M, jestliže f  M je prosté zobrazení množiny M do množiny 
      B.

Definice:  Nechť f je prosté zobrazení množiny A na množinu B.


      Řekneme, že g je inverzní zobrazení k zobrazení f, jestliže g = ((x,y(( (y,x( ( f (.

Pozn: značíme   f  -1
Věta (o vlastnostech inverzního zobrazení): 


Nechť f je prosté zobrazení množiny A na množinu B.


Potom



  (i) f -1 je prosté zobrazení množiny B na množinu A, přičemž platí (f -1) -1 = f (


 (ii) D(f -1) = H(f)   (   H(f -1) = D(f)(


(iii)   ( x ( A ( y ( B   (y = f(x)  (((  x = f -1 (y))(


(iv)   f -1 ( f ( = IA,    tj.   ( x ( A  (f -1(f(x)) = x)(


 (v)   f ( f -1 ( = IB,    tj.    ( x ( B  (f(f -1(x)) = x).

Definice:  Nechť A a B jsou množiny.


      Řekneme, že množiny A a B jsou ekvivalentní, jestliže existuje prosté zobrazení množiny A na množinu 
      B.

Pozn: značíme   A ( B 

Věta (o ekvivalenci množin):


Nechť A, B a C jsou množiny.


Potom



  (i)  A ( A,



 (ii)  A ( B  (  B ( A,



(iii)  (A ( B ( B ( C)  (  A ( C.

Věta (Cantorova):


Nechť A je množina.


Potom neexistuje prosté zobrazení množiny A na množinu všech podmnožin množiny A.

Definice:  Nechť A je množina.


       (i)  Řekneme, že množina A je nekonečná, jestliže existuje množina B taková, že





B ( A  (  B ( A  (  B ( A.


      (ii)  Řekneme, že množina A je konečná, jestliže není nekonečná.

2.4.

Rozšířená číselná osa

Definice:  Rozšířená číselná osa je množina R* taková, že




R* = R ( (-(,((, 


      kde ( x ( R  (x ( -(  (  x ( (  (  -( ( ().

Definice:  Nechť a ( R*.


      Absolutní hodnota zobecněného reálného čísla a je zobecněné reálné číslo (a( definované předpisem





    a, jestliže a ( 0,




(a( = 





   -a, jestliže a ( 0.

Definice:  Nechť a a b jsou zobecněná reálná čísla taková, že a ( b.


      Potom



  (i)  otevřeným intervalem s krajními body a a b rozumíme množinu





(a,b)  =  (x; x ( R*  (  a ( x ( b(,



 (ii)  uzavřeným intervalem s krajními body a a b rozumíme množinu





(a,b(  =  (x; x ( R*  (  a ( x ( b(,



(iii)  zleva otevřeným a zprava uzavřeným intervalem s krajními body a a b rozumíme množinu





(a,b(  =  (x; x ( R*  (  a ( x ( b(,



(iv)  zleva uzavřeným a zprava otevřeným intervalem s krajními body a a b rozumíme množinu





(a,b)  =  (x; x ( R*  (  a ( x ( b(.

Definice:  Nechť M je množina taková, že M ( R*. Nechť a a b jsou zobecněná reálná čísla.


      Řekneme, že



 (i)  a je horní závora množiny M, jestliže   ( x ( M  (x ( a),



(ii)  b je dolní závora množiny M, jestliže    (x ( M  (x ( b).

Definice:  Nechť M je množina taková, že M ( R*. Nechť a a b jsou zobecněná reálná čísla.


      Řekneme, že



 (i)  a je maximum množiny M, jestliže a ( M a a je horní závora množiny M,



(ii)  b je minimum množiny M, jestliže b ( M a b je dolní závora množiny M.

Pozn:  a je max:      a ( M  (  ( x ( M  (x ( a)

           b je min:       b ( M  (  ( x ( M  (x ( b)

Definice:  Nechť M je množina taková, že M ( R*.


      Nejmenší horní závora množiny M se nazývá suprémum množiny M.


      Největší dolní závora množiny M se nazývá infimum množiny M.

Pozn: značíme   sup (M), inf (M)

Věta (o suprému a infimu):


Nechť M je množina taková, že M ( R*.


Potom existují suprémum i infimum množiny M.

Věta (o suprému a maximu a o infimu a minimu):


Nechť M je množina taková, že M ( R*.


Potom



sup (M) ( M právě tehdy, jestliže existuje maximum množiny M, přičemž sup (M) = max (M),



inf (M) ( M právě tehdy, jestliže existuje minimum množiny M, přičemž inf (M) = min (M).

Definice:  Nechť M je množina taková, že M ( R*.


      Řekneme, že



  (i)  množina M je shora omezená, jestliže sup (M) ( (,



 (ii)  množina M je zdola omezená, jestliže inf (M) ( - (,



(iii)  množina M je omezená, jestliže je současně zdola i shora omezená.

Věta (Archimedova):


sup (N) = (
(množina všech přirozených čísel není shora omezená)

Věta (o souvislosti podmnožin v R*):


Nechť M je množina taková, že M ( R*.


Potom množina M je buď prázdná nebo jednoprvková nebo interval v R* právě tehdy, jestliže pro libovolná 
reálná čísla a a b z množiny M taková, že a ( b, platí 




(a,b( (  M.

3.

Speciální zobrazení

3.1.

Reálné funkce

3.2.

Reálné funkce jedné reálné promenné

3.3.

Elementární funkce

3.4.

Komplexní funkce jedné reálné promenné

3.5.

Posloupnosti

3.1.

Reálné funkce

Definice:  Rekneme, že f je reálná funkce, jestliže f je zobrazení takové, že 





H(f) ( R.

Pozn: tzn. reálná funkce je zobrazení f: A (( R.

Definice:  Necht f a g jsou funkce takové, že D(f) = D(g). Necht c je reálné císlo.


      Potom definujeme



  (i)  soucet funkcí f a g, který oznacíme f + g, predpisem





(x ( D(f)  ((f + g)(x)  =  f(x) + g(x)),



 (ii)  rozdíl funkcí f a g, který oznacíme f - g, predpisem





(x ( D(f)  ((f - g)(x)  =  f(x) - g(x)),



(iii)  c násobek funkce f, který oznacíme c *  f, predpisem





(x ( D(f)  ((c *  f)(x)  =  c *  f(x)),



(iv)  soucin funkcí f a g, který oznacíme f *  g, predpisem





(x ( D(f)  ((f *  g)(x)  =  f(x) *  g(x)),



 (v)  podíl funkcí f a g, který oznacíme f / g, predpisem





(x ( D(f)  (g(x) ( 0  (  (f / g)(x)  =  f(x) / g(x)),



(vi)  absolutní hodnotu funkce f, kterou oznacíme (f(, predpisem





(x ( D(f)  (((f((x)  =  (f(x)().

Definice:  Necht f je reálná funkce, c ( D(f).


      Rekneme, že c je nulový bod funkce f, jestliže f(c) = 0.

Definice:  Necht f je reálná funkce, M množina taková, že M ( D(f), a c ( D(f).


        (i)  Suprémum (resp. infimum) funkce f na množine M je suprémum (resp. infimum) množiny f(M).


       (ii)  Maximum (resp. minimum) funkce f na množine M je maximum (resp. minimum) množiny f(M).


      (iii)  Extrém funkce f v množine M je maximum funkce f v množine M nebo minimum funkce f v 


 množine M.


      (iv)  Rekneme, že funkce f nabývá v bode c maxima (resp. minima) vzhledem k množine M, jestliže 



 c ( M a f(c) = max (f(M))  (resp. f(c) = min (f(M))).


       (v)  Rekneme, že funkce f nabývá v bode c extrému vzhledem k množine M, jestliže funkce f nabývá v 

 bode c maxima nebo minima vzhledem k množine M.


     (vi)  Rekneme, že funkce f je omezená (resp. shora omezená, resp. zdola omezená) v množine M, 


jestliže 
množina f(M) je omezená (resp. shora omezená, resp. zdola omezená).

3.2.

Reálné funkce jedné reálné promenné

Definice:  Rekneme, že f je reálná funkce jedné reálné promenné, jestliže f je reálná funkce taková, že 





D(f) ( R.

Pozn: reálná funkce jedné reálné promenné je zobrazení f: A (( R, kde A ( R.

Definice:  Necht f je reálná funkce jedné reálné promenné.


      Potom graf funkce f je množina ((x,f(x)(; x ( D(f)( v rovine.

Definice:  Necht f je reálná funkce jedné reálné promenné a M množina taková, že M ( D(f).


      Rekneme, že



  (i)  funkce f je rostoucí v množine M, jestliže





(x1 ( M (x2 ( M  (x1 ( x2  (  f(x1) ( f(x2)),



 (ii)  funkcef je klesající v množine M, jestliže





(x1 ( M (x2 ( M  (x1 ( x2  (  f(x1) ( f(x2)),



(iii)  funkce f je ryze monotónní v množine M, jestliže f je rostoucí v množine M nebo f je klesající 

        v množine M.



(iv)  funkce f je nerostoucí v množine M, jestliže





(x1 ( M (x2 (M  (x1 ( x2  (  f(x1) ( f(x2)),



 (v)  funkce f je neklasající v množine M, jestliže





(x1 ( M (x2 ( M  (x1 ( x2  (  f(x1) ( f(x2)),



(vi)  funkce f je monotónní v množine M, jestliže f je nerostoucí v množine M nebo f je neklesající 



        v množine M.

Veta (postacující podmínka pro extrém - Ppextrému):


je-li funkce nerostoucí v intervalu  a,c   a neklesající v intervalu   c,b   , potom funkce má extrém vzhledem k intervalu   a,b

Definice:  Necht f je reálná funkce jedné reálné promenné a M množina taková, že M ( D(f).


      Rekneme, že



  (i)  funkce f je sudá v množine M, jestliže   (x ( M  (-x ( M  (  f(-x) = f(x)),



 (ii)  funkce f je lichá v množine M, jestliže   (x ( M  (-x ( M  (  f(-x) = - f(x)),



(iii)  funkce f je periodická v množine M, jestliže existuje reálné císlo p takové, že






p ( 0  (  (x ( M  (x + p ( M  (  f(x + p) = f(x)).

Definice:  Necht f je reálná funkce jedné reálné promenné a M množina taková, že M ( D(f).


      Rekneme, že



 (i)  funkce f je konvexní v množine M, jestliže









f(x2) - f(x1)      f(x3) - f(x2)




(x1 ( M (x2 ( M (x3 ( M  (x1 ( x2 ( x3  (  -------------  (  -------------- ),









    x2 - x1             x3 - x2           



(ii) funkce f je konkávní v množine M, jestliže









f(x2) - f(x1)      f(x3) - f(x2)




(x1 ( M (x2 ( M (x3 ( M  (x1 ( x2 ( x3  (  -------------  (  --------------  ).









    x2 - x1              x3 - x2
Veta (o vlastnostech inverzní funkce):


Necht reálná funkce jedné reálné promenné f je prostá (v celém svém definicním oboru). Necht M je množina 
taková, že M ( D(f).  


  (i)  Je-li funkce f rostoucí (resp. klesající) v množine M, potom je funkce f -1 rostoucí (resp. klesající) v 
        množine f(M). 


 (ii)  Je-li funkce f rostoucí a konvexní (resp. rostoucí a konkávní) v množine M, potom je funkce f -1 rostoucí 
        a konkávní (resp. rostoucí a konvexní) v množine f(M).


(iii)  Je-li funkce f klesající a konvexní (resp. klesající a konkávní) v množine M, potom je funkce f -1 klesající 
        a konvexní (resp. klesající a konkávní) v množine f(M).


(iv)  Je-li bod (x,y( bodem grafu funkce f, potom je bod (y,x( bodem grafu funkce f -1, tj. grafy funkcí f a f -1 
        jsou soumerné podle osy prvního a tretího kvadrantu.

3.3.

Elementární funkce

Definice:  Elementární funkcí rozumíme reálnou funkci jedné reálné promenné, která vznikne aplikací konecného 
     poctu operací scítání, odcítání, násobení, delení a skládání z funkcí základních, tj. konstanta, identita, n-tá 
     odmocnina pro n ( N, exponenciální funkce, logaritmická funkce, goniometrické funkce a cyklometrické 
     funkce.

3.4.

Komplexní funkce jedné reálné promenné

3.4.1.

Komplexní císla
Definice:  Množina všech komplexních císel C je množina všech usporádaných dvojic reálných císel, na které jsou 
      definovány operace + (soucet) a *  (soucin) takto:




((a,b( ( C ((c,d( ( C  ((a,b( + (c,d(  =  (a + c, b + d()



a
((a,b( ( C ((c,d( ( C  ((a,b( *  (c,d(  =  (ac - bd, ad + bc().

Definice:  Necht z = a + ib je komplexní císlo.


      Rekneme, že (z je komplexne sdružené císlo ke komplexnímu císlu z, jestliže (z = a - ib.

Veta (o vlastnostech komplexne sdružených císel):


Necht u a v jsou komplexní císla taková, že u = a + ib.


Potom


  (i)  u *(u = a2 + b2,


 (ii)  u = u  (  u ( R,


(iii)  u = u,


(iv)  u +- v  =  u +- v,


 (v)  u *  v = u *  v,


(vi)  u / v  =  u /  v.

Veta (o rešení kvadratických rovnic v množine C):


Necht a, b a c jsou komplexní císla taková, že a ( 0  (  D = b2 - 4ac ( 0.


Potom kvadratická rovnice ax2 + bx + c = 0 má v množine všech komplexních císel práve dva ruzné koreny



       -b + i ((D(                     -b - i ((D(


x1 = --------------      a      x2 = -------------- ,


                            2a                                   2a


tzn. (x ( C  (ax2 + bx + c = a (x - x1) (x - x2)).

Definice:  Necht z je komplexní císlo.


      Potom absolutní hodnota komplexního císla z je reálné císlo (z( = ( z *(z.

Definice:  Necht z je komplexní císlo takové, že z ( 0  (  z = a + ib.


      Vyjádrení komplexního císla z v goniometrickém tvaru je zápis





z = (z( *  (cos ( + i sin (),


      kde (z( je absolutní hodnota komplexního císla z a ( je reálné císlo, pro které platí




cos (  =  a /(z(  (  sin (  =  b /(z(.

Veta (o vlastnostech komplexních císel vyjádrených v goniometrickém tvaru):


viz. ucebnice 1 - strana   143

(hlavní bod:   Moivreova veta)

Veta (o rešení binomické rovnice):


viz. ucebnice 1 - strana   144

3.4.2.

Komplexní funkce jedné reálné promenné

Definice:  Rekneme, že f je komplexní funkce reálné promenné, jestliže f je zobrazení takové, že 





D(f) ( R   a   H(f) ( C.

Definice:  Necht z je komplexní císlo takové, že z ( 0  (  z = (z( (cos ( + i sin ().


      Potom exponenciální (Euleruv) tvar komplexního císla z je vyjádrení z = (z( ei (.

3.5.

Posloupnosti

Definice:  Necht A je množina.


      Rekneme, že a je posloupnost obsažená v množine A, jestliže a je zobrazení takové, že





D(a) = N   a   H(a) ( A.

Pozn:  a je posloupnost obsažená v množine A  (  a: N (( A.

Definice:  Rekneme, že (an) je reálná (resp. komplexní) posloupnost, jestliže (an) je posloupnost obsažená v 
 
      množine všech reálných (resp. komplexních) císel R (resp. C).

Definice:  Necht (an) a (bn) jsou posloupnosti obsažené v množine A.


      Rekneme, že posloupnost (bn) je vybraná z posloupnosti (an), jestliže existuje rostoucí posloupnost 
      kladných prirozených císel (kn) taková, že





(n ( N  (bn = ak ).

4.

Lineární (vektorové) prostory
4.1.
   Definice lineárního prostoru

4.2.
   Príklady lineárních prostoru

4.3.
   Aritmetický lineární prostor

4.4.
   Podprostor lineárního prostoru

4.5.
   Urcující skupina lineárního prostoru

4.6.
   Lineární závislost a nezávislost vektoru

4.7.
   Báze lineárního prostoru

4.8.
   Hodnost lineárního prostoru

4.9.
   Lineární prostory se skalárním soucinem

4.1.

Definice lineárního prostoru

Definice: Množina L libovolných prvku (budeme je znacit  a, b, ..... , z a ríkat jim vektory) se nazývá lineární prostor, jestliže:

a) Je dáno zobrazení L x L do L, které každé usporádané dvojici (x,y ) ( L x L prirazuje vektor x + y ( L tak, že platí axiomy

  (i)     (x, y ( L  ( x + y = y + x (,



(komutativní zákon)

 (ii)     (x, y, z ( L  ( x + (y + z ) = (x + y ) + z (,

(asociativní zákon)

(iii)     (o ( L (x ( L  ( x + o = x (,



(existuje nulový vektor (neutrální prvek))

(iv)     (x ( L  (-x ( L  ( x + (-x ) = o (.


(existuje opacný vektor)

Toto zobrazení se nazývá scítání na množine L, vektor x + y se nazývá soucet vektoru x,y.

b) Je dáno zobrazení R x L do L, které každé usporádané dvojici (c,x) ( R x L prirazuje vektor c x ( L tak, že platí axiomy

   (v)   (x ( L  ( 1x = x (, 






  (vi)   (c, d ( R (x ( L   ( c (dx ) = (cd ) x (,


(asociativní zákon)

 (vii)   (c, d ( R (x ( L  ( (c + d ) x = cx + dx (,

(distributivní zákon)

(viii)   (c ( R (x, y ( L  ( c (x + y ) = cx + cy (.

(distributivní zákon)

Toto zobrazení se nazývá násobení vektoru z L reálným císlem, vektor c x se nazývá reálný násobek vektoru x.

Definice (2): Lineárním prostorem nazveme usporádanou trojici ( L, +, ( ), tj. množinu L, na které jsou definovány operace scítání vektoru a násobení vektoru reálným císlem.

4.2.
Príklady lineárních prostoru

Definice:  Necht f, g ( FM (množina všech reálných funkcí definovaných v množine M) a c ( R.


      Funkci f + g definovanou predpisem




(x ( M  ( (f + g((x) = f(x) + g(x) (

      nazýváme soucet funkcí f a g.


      Funkci c *  f definovanou predpisem




(x ( M  ( (c *  f((x) = c *  f(x) (

      nazýváme reálný násobek funkce f.


      O funkcích f a g ríkáme, že jsou si rovny, a píšeme f = g, jestliže




(x ( M  ( f(x) = g(x) (.

Veta (o lineárním prostoru reálných funkcí):


Jestliže na množine FM všech reálných funkcí s definicním oborem M (M (() definujeme soucet funkcí a 
reálný násobek funkce vztahy



(x ( M  ( (f + g((x) = f(x) + g(x) (,      (x ( M  ( (c *  f((x) = c *  f(x) (,


pak FM je lineární prostor.

Definice:  Necht (an) a (bn) jsou reálné posloupnosti, c ( R.


      Posloupnost (an) +  (bn), definovanou rovností




(an) + (bn)  =  (an + bn),


      nazýváme soucet posloupností (an) a (bn).


      Posloupnost c (an), definovanou rovností


      

c (an)  =  (c an),


      nazýváme reálný násobek posloupnosti (an).

Veta (o lineárním prostoru reálných posloupností):


Jestliže na množine V( všech reálných posloupností definujeme soucet posloupností a reálný násobek 
posloupnosti vztahy



(an) + (bn)  =  (an + bn),        c (an)  =  (c an),


pak V( je lineární prostor.

4.3.

Aritmetický lineární prostor

Definice:  Necht a =  (a1, ....., an) a b = (b1, ....., bn) jsou prvky Vn a c ( R.


      Soucet usporádaných n-tic a + b definujeme rovností




a + b  =  (a1 + b1, ....., an + bn).


      Reálný násobek usporádané n-tice c a definujeme rovností




c a  =  (c a1, ....., c an).

Veta (o aritmetickém lineárním prostoru):


Jestliže na množine Vn všech usporádaných n-tic reálných císel (n ( N je pevne dané) definujeme soucet 
prvku z Vn a reálný násobek prvku z Vn vztahy



a + b  =  (a1 + b1, ....., an + bn),       c a  =  (c a1, ....., c an),


pak Vn je lineární prostor.

Definice:  Množina Vn všech usporádaných n-tic reálných císel, na které jsou definovány operace scítání a násobení 
     reálným císlem vztahy




a + b  =  (a1 + b1, ....., an + bn),       c a  =  (c a1, ....., c an),


     se nazývá aritmetický lineární prostor. Prvky Vn, tj. usporádané n-tice reálných císel, se nazývají 
  
     aritmetické vektory.

4.4.

Podprostor lineárního prostoru

Definice:  Množina L0 se nazývá podprostor lineárního prostoru L, jestliže

  (i) L0 je neprázdná podmnožina množiny L,   ( ( ( L0 ( L )

 (ii) pro každé x, y ( L0 je x + y ( L0  (L0 je uzavrená vuci scítání),

(iii) pro každé c ( R a x ( L0 je cx ( L0  (L0 je uzavrená vuci násobení reálným císlem).

Veta:
Podprostor L0 lineárního prostoru L je rovnež lineární prostor.

Definice:  Necht x a x1,....., xr jsou vektory z lineárního prostoru L. (r ( N je pevne dané)

 Ríkáme, že vektor x je lineární kombinací vektoru x1,....., xr, jestliže existují reálná císla c1,....., cr taková,              
      že platí

                                                      x = (ri=1   ci xi .

 Císla c1,....., cr se nazývají koeficienty lineární kombinace.

Definice:  Necht x1,....., xr jsou vektory z lineárního prostoru L (r ( N je pevne dané).


     Množina ( x1,....., xr ( všech lineárních kombinací vektoru x1,....., xr se nazývá lineární obal vektoru  
  
     x1,....., xr.

Veta (o lineárním obalu): 


Jsou-li x1,....., xr vektory z lineárního prostoru L, pak jejich lineární obal  ( x1,....., xr ( je podprostor L.

4.5.

Urcující skupina lineárního prostoru

Definice:  Necht x1,....., xr jsou vektory z lineárního prostoru L (r ( N je pevne dané).


      Jestliže každý vektor x ( L se dá vyjádrit ve tvaru lineární kombinace vektoru x1,....., xr, nazýváme 
 
      x1,....., xr  urcující skupinou lineárního prostoru L, nebo ríkáme, že lineární prostor L je temito vektory 
      generován.

Veta (o zmenách urcující skupiny): 


Necht x1,....., xr jsou vektory z lineárního prostoru L a y1,....., ys jsou vektory, které vznikly z x1,....., xr 
následujícím zpusobem:



1) zámenou poradí vektoru,



2) násobením libovolného vektoru nenulovým reálným císlem,



3) prictením k libovolnému vektoru lineární kombinace ostatních,



4) vynecháním vektoru, který je lineární kombinací ostatních,



5) pridáním vektoru, který je lineární kombinací x1,....., xr.


Jestliže vektory x1, ....., xr tvorí urcující skupinu lineárního prostoru L, pak každá skupina vektoru y1, ....., ys, 
vzniklá z x1, ....., xr zmenami 1) až 5), je opet urcující skupinou L.

4.6.

Lineární závislost a nezávislost vektoru

Definice:  Necht x1,....., xr jsou vektory z lineárního prostoru L (r ( N je pevne dané).


     Vektory x1,....., xr se nazývají lineárne závislé, jestliže existují reálná císla c1,....., cr, z nichž alespon jedno 
     je ruzné od nuly, taková, že

                                                                                   (ri=1   ci xi = o.


     V opacném prípade se nazývají lineárne nezávislé.

Veta (nutná a postacující podmínka lineární závislosti vektoru - NPPLZ):


Necht x1,....., xr jsou vektory z lineárního prostoru L, r ( 2 je pevne dané.


Vektory x1,....., xr jsou lineárne závislé tehdy a jen tehdy, když alespon jeden z nich je lineární kombinací 
ostatních.

Veta (o nezávislé podskupine): 


Necht x1,....., xr jsou vektory z lineárního prostoru L,  r ( 2 je pevne dané.


Jsou-li vektory x1,....., xr lineárne nezávislé, pak také vektory x1,....., xr -1 jsou lineárne nezávislé.

4.7.

Báze lineárního prostoru

Definice:  Urcující skupina x1,....., xr  lineárního prostoru L, jejíž vektory jsou lineárne nezávislé, se nazývá báze 
      lineárního prostoru L.

Veta (o souradnicích vektoru vzhledem k bázi): 


Necht x1,....., xr je urcující skupina lineárního prostoru L, tj. každý vektor se dá zapsat ve tvaru






x = (ri=1  ci xi.


Koeficienty c1,......, cr této lineární kombinace jsou urceny jednoznacne tehdy a jen tehdy, když x1,....., xr je 
báze lineárního prostoru L.

Veta (Steinitzova veta o zmene báze):


Existuje-li v lineárním prostoru L báze o r  vektorech, pak každá skupina r lineárne nezávislých vektoru z L je 
opet báze lineárního prostoru L.

Veta (o závislé skupine): 


Existuje-li v lineárním prostoru L báze o r  vektorech, pak každá skupina více než r vektoru z L je lineárne 
závislá.

Veta ( o poctu vektoru v bázi):


Jsou-li x1,....., xr a y1,....., ys  dve ruzné báze lineárního prostoru L, pak r = s. 



(každé dve ruzné báze lineárního prostoru mají stejný pocet vektoru)
4.8.

Hodnost lineárního prostoru

Definice:  Pocet vektoru v libovolné bázi lineárního prostoru L se nazývá hodnost (nebo dimenze) lineárního 
 
      prostoru L a znací se h (L ).

Veta (o hodnosti podprostoru): 


Jestliže L0 je podprostor lineárního prostoru L, potom h (L0) ( h(L). 


Rovnost h(L0) = h(L) platí tehdy a jen tehdy, když L0 = L.

Veta (o hodnosti lineárního obalu): 


Jestliže x1,....., xr jsou vektory z lineárního prostoru L, pak platí




h (( x1,....., xr () ( min ( h(L), r (.


Rovnost h (( x1,....., xr () = min ( h(L), r ( platí tehdy a jen tehdy, když ( x1,....., xr ( = L, to je, když x1, ....., xr 
tvorí bázi.

4.9.

Lineární prostor se skalárním soucinem

Definice:  Zobrazení L x L do R, které každé usporadané dvojici (x,y) ( L x L prirazuje reálné císlo x y, se nazývá 
      skalární soucin vektoru x a y, jestliže



S1)  (x ( L  (x x ( 0(,

pricemž  x x = 0  (  x = o,



S2)  (x, y ( L  (x y = y x(,



S3)  (x, y, z ( L  ((x + y) z = x z + y z(,



S4)  (c ( R (x, y ( L  (c (x y) = (c x) y(.


      Lineární prostor L s tímto zobrazením se nazývá lineární prostor se skalárním soucinem.

Definice:  Zobrazení Vn x Vn (( R, které každým dvema vektorum x = (x1, ....., xn) a y = (y1, ....., yn) prirazuje reálné 
      císlo





x y = (ni=1  xi yi ,


      se nazývá skalární soucin aritmetických vektoru x a y.

Definice:  Vektory x a y z lineárního prostoru L se nazývají kolmé (ortogonální), jestliže jejich skalární soucin je 
      roven nule, tj.





x y = 0.


      Skupina vektoru x1, ....., xr (r ( 2) z lineárního prostoru L se nazývá ortogonální, jestliže každé dva 
  
      vektory této skupiny jsou ortogonální.

Veta (o ortogonální skupine):


Necht x1, ....., xr jsou nenulové vektory z lineárního prostoru L, r ( 2 je pevne dané.


Jestliže jsou vektory x1, ....., xr ortogonální, pak jsou lineárne nezávislé.

Definice:  Reálné císlo 




((x((  =  ( x x


      se nazývá délka (euklidovská norma) vektoru x.


      Jesliže má vektor x jednotkovou délku, nazývá se normovaný.

Definice:  Báze lineárního prostoru L, jejíž vektory jsou ortogonální, se nazývá ortogonální báze. 


      Báze lineárního prostoru L, jejíž vektory jsou ortognální a normované, se nazývá ortonormální báze.

5.

Matice

5.1.
   Základní pojmy

5.2.
   Základní maticové operace

5.3.
   Lineární prostor matic

5.4.
   Hodnost matice

5.5.
   Transponované matice

5.1.

Základní pojmy

Definice:  Usporádané schéma reálných císel






a11, a12, ....., a1n





a21, a22, ....., a2n





.........................






am1, am2, ....., amn

      se nazývá matice typu m x n ( m, n ( N je pevne dané).

Definice:  Necht A, B jsou matice typu m x n. 


      Ríkáme, že matice A, B jsou si rovny a píšeme A = B, jestliže pro všechna i = 1, ....., m a j = 1, ....., n je






aij = bij.

Definice:  Matice O typu m x n, pro jejíž prvky platí





oij = 0    (i = 1, ....., m( j = 1, ....., n),


     se nazývá nulová matice.

5.2.

Základní maticové operace

Definice:  Necht A, B jsou matice typu m x n.


      Matice X typu m x n, pro jejíž prvky platí




xij  =  aij + bij     (i = 1, ....., m; j = 1, ....., n),


      se nazývá soucet matic A, B a znací se A + B.

Definice:  Necht A je matice typu m x n, c ( R.


      Matice X typu m x n, pro jejíž prvky platí




xij  =  c aij     (i = 1, ....., m; j = 1, ....., n),


      se nazývá reálný násobek matice A a znací se c A.

5.3.

Lineární prostor matic

Veta (o lineárním prostoru matic):


Jestliže na množine Lm x n všech matic typu m x n definujeme soucet matic a reálný násobek matic vztahy




( aij ( + ( bij (  =  ( aij + bij (,    c ( aij (  =  ( c aij (,


pak Lm x n je lineární prostor.

5.4.

Hodnost matice

Definice:  Hodnost rádkového prostoru matice A se nazývá hodnost matice A a znací se h(A).

Pozn.: Hodnost matice je rovna maximálnímu poctu lineárne nezávislých rádku matice.

Veta (o maximální hodnosti matice):


Je-li A matice typu m x n, pak pro její hodnost platí




h(A) ( min ( m,n (.

Definice:  Matice typu m x n se nazývá trojúhelníková, když m ( n a pro i = 1, ....., m je 




aii ( 0

a
aij = 0   pro j ( i.

Veta (o hodnosti trojúhelníkové matice):


Je-li A(  trojúhelníková matice typu m x n, pak její hodnost je rovna poctu rádku matice A( , tj.  





h(A() = m. 

Veta (o zámene poradí sloupcu matice):


Jestliže v matici A zameníme libovolne poradí sloupcu, pak takto vzniklá matice má s maticí A stejnou 
hodnost.

5.5.

Transponované matice

Definice:  Necht A je matice typu m x n. 


      Matice AT, která vznikne z A tak, že zameníme rádky za sloupce, pricemž zachováme jejich poradí, se 
      nazývá matice transponovaná k matici A.

Veta (o hodnosti transponované matice): 


Jsou-li A a AT navzájem transponované matice, pak hodnost matice A je rovna hodnosti matice AT, tj.





h(A) = h(AT).
6.

Soustavy lineárních rovnic

6.1.

Základní pojmy

6.2.

Zápis soustavy lineárních rovnic

6.3.

Rešitelnost soustavy lineárních rovnic

6.4.

Veta o ekvivalentních soustavách lineárních rovnic

6.5.

Homogenní soustavy lineárních rovnic

6.6.

Veta o obecném rešení soustavy lineárních rovnic

6.7.

Geometrické interpretace (analytická geometrie)

6.1.

Základní pojmy

Definice:  Necht a1, ....., an a b jsou reálná císla (n ( N je rovnež dané).


      Rovnice tvaru




a1 x1  +  a2 x2  +  .....  +  an xn  =  b


      se nazývá lineární rovnice o n neznámých x1, ....., xn.

6.2.

Zápis soustavy lineárních rovnic

Definice:  Matice





a11, a12, ....., a1n






A = 
a21, a22, ....., a2n






.........................





am1, am2, ....., amn


      se nazývá matice soustavy




a11 x1  + a12 x2  + ..... + a1n xn = b1 ,





a21 x1  + a22 x2  + ..... + a2n xn = b2 ,





....................................................





am1 x1 + am2 x2 + ..... + amn xn = bm .

                   Matice





a11, a12, ....., a1n        b1





       Ar = 
a21, a22, ....., a2n        b2







........................       ......





am1, am2, ....., amn      bm



       se nazývá rozšírená matice soustavy




a11 x1  + a12 x2  + ..... + a1n xn = b1 ,





a21 x1  + a22 x2  + ..... + a2n xn = b2 ,





....................................................





am1 x1 + am2 x2 + ..... + amn xn = bm .

6.3.

Rešitelnost soustavy lineárních rovnic

Veta (Frobeniova):


Soustava lineárních rovnic má rešení tehdy a jen tehdy, když hodnost matice soustavy je rovna hodnosti 
rozšírené matice soustavy.   (h = hr)

Veta (o poctu rešení soustavy):


Necht soustava lineárních rovnic má rešení (tzn. h = hr), h je hodnost matice soustavy a n je pocet neznámých.


Potom platí:



a) Jesliže h = n, pak má soustava práve jedno rešení.



b) Jesliže h ( n, pak má soustava nekonecne mnoho rešení, 



    pricemž za n-h neznámých lze volit libovolná reálná císla a ostatní neznámé jsou urceny 


    jednoznacne.

Veta (Frobeniova veta o poctu rešení):


Necht existuje soustava lineárních rovnic o n neznámých, h je hodnost matice soustavy a hr je hodnost 
rozšírené 
matice soustavy. 


Potom platí:



1) soustava nemá rešení   (((   h ( hr,



2) soustava má rešení   (((   h = hr



a) soustava má práve jedno rešení   (((   h = hr = n




b) soustava má nekonecne mnoho rešení   (((   h = hr ( n, 




    pricemž za n - h neznámých lze volit libovolná reálná císla a ostatní neznámé jsou urceny 


    
    jednoznacne.
6.4.

Veta o ekvivalentních soustavách lineárních rovnic

Definice:  Mají-li dve soustavy lineárních rovnic o n neznámých tutéž množinu rešení, nazývají se ekvivalentní.

Definice:  Prostor, který je generovaný rádkovými vektory rozšírené matice soustavy se nazývá prostor soustavy.


      (Lineární obal  (r1*, ....., rm*(  rádku rozšírené matice soustavy se nazývá prostor soustavy.


      Pozn: r1*  = (a11, a12, ....., a1n, b1)

           

    rm* = (am1, am2, ..., amn, bm) )

Veta (o ekvivalentních soustavách):


Je-li (S*) soustava lineárních rovnic odpovídající vektorum libovolné báze prostoru soustavy (S), pak jsou 
soustavy (S) a (S*) ekvivalentní.

6.5.

Homogenní soustavy lineárních rovnic

Definice:  Soustava lineárních rovnic se nazývá homogenní (zkrácená), jestliže





b1  =  .....  =  bm  =  0.

Veta (o poctu rešení homogenní soustavy):


Homogenní soustava lineárních rovnic má vždy rešení (h = hr). Oznacíme-li h hodnost matice soustavy, n 
pocet neznámých, potom platí:



a) Jestliže h = n, pak má homogenní soustava jediné rešení x = (0, ....., 0).



b) Jesliže h ( n, pak má homogenní soustava nekonecne mnoho rešení,



    pricemž za n-h neznámých lze volit libovolná reálná císla a ostatní neznámé jsou urceny 


    jednoznacne.

Veta (o obecném rešení homogenní soustavy): 


Obecné rešení homogenní soustavy lineárních rovnic je lineární prostor dimenze n - h (o hodnosti n - h), kde 
n je pocet neznámých a h je hodnost matice soustavy.

6.6.

Veta o obecném rešení soustavy lineárních rovnic

Veta (o obecném rešení nehomogenní soustavy): 


Necht nehomogenní soustava lineárních rovnic je rešitelná (h = hr). 


Potom platí:



Obecné rešení nehomogenní soustavy je rovno souctu libovolného partikulárního rešení nehomogenní 

soustavy a obecného rešení odpovídající homogenní soustavy.

Pozn:


XON = XPN + XOH
6.7.

Geometrické interpretace (analytická geometrie)

Definice:  Oznacme        




En = R x R x ..... x R

(n-krát)


      množinu všech usporádaných n-tic reálných císel. Prvky této množiny budeme nazývat body, množine En 
      budeme ríkat eukleidovský prostor dimenze n. Body budeme znacit velkými písmeny A, B, ....., Z a 
      zapisovat je v hranatých závorkách. Napríklad   A = (a1, ....., an(   je bod z euklidovského prostroru En. 
      Reálným císlum      a1, ....., an budeme ríkat souradnice bodu A.

Pozn.:  Usporádané n-tice reálných císel mají tedy dva významy. Chápeme je jednak jako aritmetické vektory z Vn (zapisujeme v 
kulatých závorkách - pr.: a = (a1,....., an) je vektor z Vn) a jednak jako body z En.
Definice:  Necht P = (p1, ......, pn(  je bod z En a  a = (a1,....., an) je vektor z Vn.


      Zobrazení, které prirazuje každému bodu P( En a každému vektoru a ( Vn bod X ( En o souradnicích





   xi = pi + ai      (i = 1,....., n),


      se nazývá bodove-vektorová relace.

Pozn.:   Zápis bodove-vektorové relace, ve kterém musíme vypisovat všechny souradnice bodu X, nahrazujeme casto 
symbolickou rovnicí   X = P + a.
Definice:  Necht je dán bod P ( En a h lineárne nezávislých vektoru a1,....., ah ( Vn.


      Množina bodu X ( En, které vyhovují rovnici





    X = P + t1 * a1 + ..... + th * ah,  


      kde t1,....., th jsou libovolná reálná císla, se nazývá (eukleidovský) podprostor dimenze h vnorený do En.

Pozn.:  Bod P se nazývá pocátek podprostoru, reálným císlum t1,....., th ríkáme parametry, lineárne nezávislé vektory a1,....., ah jsou 
tzv. smerové vektory podprostoru (tvorí bázi lineárního prostoru (a1,....., ah(, kterému ríkáme smerový prostor 
podprostoru). R-ice predstavuje parametrický zápis podprostoru vnoreného do En.

Definice:  Podprostor dimenze 1 vnorený do En se nazývá prímka v En.
Pozn.:  Prímka v eukleidovském prostoru En daná pocátkem P a smerovým vektorem a (nenulový vektor z Vn) je tedy množina 
bodu X, pro které platí






X = P + t * a      (t ( R),


tj. množina vytvorená koncovými body všech vektoru t * a (t ( R) umístených do bodu P.
Definice:  Dve prímky v En se nazývají ruznobežné (ruznobežky), mají-li spolecný práve jeden bod.


      Dve prímky v En, které nemají spolecný bod a jejich smerové vektory jsou lineárne závislé, se nazývají 
      rovnobežné (rovnobežky).


      Dve prímky v En, které nemají spolecný bod a jejich smerové vektory jsou lineárne nezávislé, se nazývají 
      mimobežné (mimobežky).
Pozn.: Vzájemná poloha prímek p: X = P + t * a (t ( R), q: Y = Q + s * b (s ( R) v En pro n ( 2:


Rešíme soustavu  P + t * a = Q + s * b  n lineárních rovnic o dvou neznámých t, s. Oznacíme-li h hodnost matice soustavy 
a hr hodnost rozšírené matice soustavy, máme:



h = 1, hr = 1     ((     prímky p, q jsou totožné,



h = 1, hr = 2     ((     prímky p, q jsou rovnobežné,



h = 2, hr = 2     ((     prímky p, q jsou ruznobežné,



h = 2, hr = 3     ((     prímky p, q jsou mimobežné  (pouze v E3 a výše).
Definice:  Podprostor dimenze 2 vnorený do En se nazývá rovina v En.

Pozn.:  Rovina v eukleidovském prostoru En daná pocátkem P a lineárne nezávislými smerovými vektory a, b ( Vn je tedy 
množina bodu X, pro které platí





X = P + t * a + s * b   (t, s ( R).
Pozn.:  Vzájemná poloha prímky p: X = P + t * a (t ( R) a roviny (: Y = Q + r * b + s * c (s, r ( R)  v En pro n ( 3:


Rešíme soustavu  P + t * a = Q + r * b + s * c  n lineárních rovnic o trech neznámých t, r, s.


Oznacíme-li h hodnost matice soustavy a hr hodnost rožšírené matice soustavy, máme:



h = 2, hr = 2     ((     prímka p leží v rovine (,



h = 2, hr = 3     ((     prímka p je rovnobežná s rovinou (,



h = 3, hr = 3     ((     prímka p je ruznobežná s rovinou (,



h = 3, hr = 4     ((     prímka p je mimobežná s rovinou (  (v E3 a výše).
Definice:  Podprostor dimenze n-1 vnorený do En se nazývá nadrovina v En.
Pozn.:   Nadrovina v En daná pocátkem P a n-1 lineárne nezávislými vektory a1,....., an-1 z Vn je tedy množina bodu X (En, pro 
které platí





X = P + t1 * a1 + ..... + tn-1 * an-1,


kde t1,....., tn-1 jsou libovolná reálná císla.
Veta (o geometrické interpretaci rešení soustavy):


Necht soustava lineárních rovnic o n neznámých je rešitelná (h = hr).


Interpretujeme-li rešení této soustavy jako bod X = (x1,....., xn( z euklidovského prostoru En, pak množina 
všech rešení soustavy je podprostor dimenze n-h vnorený do En.

Pozn.:  Soustava lineárních rovnic, jejímž rešením je podprostor dimenze n-h vnorený do En, se nazývá obecný zápis tohoto 
prostoru.

Pozn.:  Podle vety o geometrické interpretaci rešení soustavy definuje jedna lineární rovnice o n neznámých





a1 * x1 + a2 * x2 + ..... + an * xn = b,


kde alespon jedno z císel ai je nenulové (h = hr = 1), podprostor dimenze n-1 vnorený do En, neboli nadrovinu v En. 
Rovnice a1 * x1 + a2 * x2 + ..... + an * xn = b se nazývá obecná rovnice této nadroviny.
Veta (o obecné rovnici nadroviny):


Každou nadrovinu v euklidovském prostoru En lze vyjádrit lineární rovnicí o n neznámých





a1 * x1 + a2 * x2 + ..... + an * xn = b,


kde alespon jedno z císel ai je nenulové.

Pozn.:  Koeficienty u neznámých xi v obecné rovnici nadroviny jsou souradnice vektoru, který je kolmý k nadrovine (tj. kolmý ke 
všem vektorum jejího smerového prostoru). Takový vektor se nazývá vektor normály nadroviny.
Definice:  Necht A, B jsou body z eukleidovského prostoru En.


      Délka vektoru AB = B - A se nazývá vzdálenost bodu A, B.

Pozn.: Vzdálenost bodu A, B budeme znacit symbolem  d (A, B).


d (A, B) =  ((AB((  =  (  (B - A) * (B - A)  =   (    (ni=1  (bi - ai)2 .

Veta (o vlastnostech vzdálenosti bodu):


Pro vzdálenost bodu z En platí:


  (i)   (A ( En (B ( En  (d (A, B) ( 0 ( , pricemž   (A ( En (B ( En  (d (A, B) = 0   (   A = B (,


 (ii)   (A ( En (B ( En ( d (A, B) = d (B, A) (,


(iii)   (A ( En (B ( En (C ( En  (d (A, C) ( d (A, B) + d (B, C) (.

Definice:  Necht R je bod z En, ( je podprostor dimenze h vnorenýdo En.


      Vzdálenost bodu R, X, kde X je bod z ( takový, že vektor RX = X - R je kolmý na podprostor (, se
 
      nazývá vzdálenost bodu R od podprostoru (. 

Pozn.:   (i) Vzdálenost bodu R od podprostoru ( budeme znacit symbolem  d (R, ().


(ii) d (R, ( ) =  RX   , kde X  ( (   (   RX ( (.

              (iii) bod X  ( ( takový, že vektor RX = X - R je kolmý na podprostor (, se nazývá pata kolmice spuštené z bodu R na 
      podprostor  (.

              (iv) vzdálenost bodu R = ( r1,....., rn( od nadroviny ( dané obecnou rovnicí a1 * x1 + ..... + an * xn = b je





d (R, () =  (a1 * r1 + ..... + an * rn - b(  /   (  a12 + ..... + an2   .
Definice:  Necht ( je nadrovina v En daná rovnicí a1 * x1 + ..... + an * xn = b. 


      Množina bodu X = (x1,....., xn( z En, pro které platí




a1 * x1 + ..... + an * xn ( b,
resp. a1 * x1 + ..... + an * xn ( b,


      se nazývá poloprostor vytatý nadrovinou (.

Definice:  Necht bod X a body A1, A2, ....., Ar jsou body z euklidovského prostoru En.


      Rekneme, že X je lineární kombinací bodu A1, A2, ....., Ar , jestliže




X  =  k1 A1 + k2 A2 + ..... + kr Ar ,

 
      kde k1, ....., kr ( R a k1 + ..... + kr = . 

Definice:  Podmnožina M euklidovského prostoru En se nazývá konvexní, jestliže s každými dvema body A, B 
      obsahuje i každý bod úsecky AB.

Pozn.:   Každý poloprostor je konvexní množina.
Definice:  Lineární kombinace bodu se nazývá konvexní, jestliže jsou všechny koeficienty nezáporné.

Pozn:   X  =  k1 A1 + k2 A2 + ..... + kr Ar ,  kde k1, ....., kr ( R  a  k1 + ..... + kr = 1, ki ( 0. 

Definice:  Množina všech konvexních lineárních kombinací bodu A1, ....., Ar se nazývá konvexní lineární obal 
      bodu A1, ....., Ar  (neboli konvexní polyedr neboli konvexní mnohosten).
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7.1.

Ctvercové matice

Definice:  Matice A typu n x n se nazývá ctvercová matice rádu n.

Definice:  Ctvercová matice J rádu n, pro jejíž prvky platí





jik = 1   pro i = k,





jik = 0   pro i ( k
(i = 1,....., n,  k = 1,....., n),


      se nazývá jednotková matice rádu n.

Pozn.: Jednotková matice J má na hlavní diagonále jednicky a mimo hlavní diagonálu samé nuly.
Definice:  Matice A se nazývá regulární, jestliže je ctvercová a má lineárne nezávislé rádky. 


      Ctvercová matice, jejíž rádky jsou lineárne závislé, se nazývá singulární.

Pozn.: Pro regulární matici A rádu n je h(A) = n. Hodnost singulární matice A rádu n je h(A) ( n.
7.2.

Soucin matic

Definice:  Necht A je matice typu m x n, B je matice typu n x p. 


      Matice X typu m x p, pro jejíž prvky platí 





xij  =  (nk=1   aik * bkj     (i = 1,....., m,   j = 1,....., p),


      se nazývá soucin matic A, B a znací se A * B.

Pozn.:  (i) Soucin matic A * B je definován pouze v prípade, že pocet sloupcu matice A je roven poctu rádku matice B. Pokud tato 
    podmínka není splnena, soucin matic není definován.

             (ii) Násobíme-li matici A typu m x n maticí B typu n x p, je podle definice výsledná matice A * B typu m x p.

            (iii) Násobení matic není komutativní   (A * B ( B * A), proto budeme rozlišovat násobení matice A maticí B zprava a zleva.

            (iv) Je-li A ctvercová matice a J jednotková matice stejného rádu, pak   A * J = J * A = A.
7.3.

Asociativní a distributivní zákon pro maticové 


operace

Veta (o asociativite násobení matic):


Pro každé tri matice A typu m x n, B typu n x p a C typu p x q platí





A (BC) = (AB) C.

Veta (o distributivite maticových operací):


(i) Pro každé tri matice A typu m x n, B typu n x p a C typu n x p platí 





A (B+C) = AB + AC, 


(ii) Pro každé tri matice A typu p x q, B typu n x p a C typu n x p platí





(B+C) A = BA + CA.

7.4.

Inverzní matice

Definice:  Necht A je ctvercová matice. 


      Matice X, pro kterou platí






AX = J,


      se nazývá inverzní matice k matici A.

Pozn.:  Inverzní matici k matici A budeme znacit symbolem A-1, tj. X = A-1. 


Inverzní matice A-1 k matici A je opet ctvercová matice stejného rádu.
Veta (o existenci inverzní matice):


Necht A je ctvercová matice. 


Inverzní matice k matici A existuje tehdy a jen tehdy, když A je regulární.

Veta (o jednoznacnosti inverzní matice):


Je-li A regulární matice, pak inverzní matice k matici A je urcena jednoznacne.

Veta (o inverzi soucinu matic):


Jsou-li A, B regulární matice stejného rádu, pak jejich soucin AB je opet regulární matice a platí





(AB)-1 = B-1 A-1.

Veta (o navzájem inverzních maticích):


Je-li A regulární matice, pak matice k ní inverzní A-1 je opet regulární a platí





(A-1)-1 = A.

7.5.

Vlastnosti transponovaných matic

Veta (o transponování soucinu matic):


Je-li A matice typu m x n, B matice typu n x p, pak pro transponovanou matici k AB platí





(AB)T = BT AT.

Veta (o transponování souctu matic):


Jsou-li A, B matice stejného typu, pak pro transponovanou matici k A + B platí





(A + B)T = AT + BT.

Veta (o transponování reálného násobku matice):


Je-li A libovolná matice a c libovolné reálné císlo, pak pro transponovanou matici k cA platí





(cA)T = cAT.

Veta (o zámene transponování a inverze matice):


Jestliže A je regulární matice, potom pro transponovanou matici k inverzní matici A-1 platí





(A-1)T = (AT)-1.

7.6.

Symetrická matice

Definice:  Necht A je ctvercová matice. 


      Matice A se nazývá symetrická, jestliže





A = AT.

Veta (o souctu symetrických matic):


Necht A, B jsou ctvercové matice stejného rádu.


Jsou-li matice A, B symetrické, pak také jejich soucet A + B je symetrická matice.

Veta (o reálném násobku symetrické matice):


Necht A je ctvercová matice, c libovolné reálné císlo.


Je-li matice A symetrická, pak také jejich reálný násobek cA je symetrická matice.

Veta (o soucinu navzájem transponovaných matic):


Jsou-li A a AT navzájem transponované matice, potom jejich soucin A AT (a také ATA) je symetrická matice.

Veta (o inverzi symetrické matice):


Necht A je regulární matice. 


Matice A je symetrická tehdy a jen tehdy, když matice k ní inverzní A-1 je symetrická.

7.7.

Maticové rovnice

Veta:   Necht A je regulární matice rádu n, B libovolná matice typu n x p. 


Potom maticová rovnice AX = B má práve jedno rešení





X = A-1 B.

Veta:   Necht A je regulární matice rádu n, B libovolná matice typu m x n. 


Potom maticová rovnice XA =B má práve jedno rešení





X = B A-1.

7.8.

Maticový zápis soustavy lineárních rovnic

Veta (o maticovém rešení soustavy):


Jestliže matice A je regulární, pak soustava lineárních rovnic Ax = b má práve jedno rešení





x = A-1 b.

7.9.

Lineární transformace

Definice:  Necht C je ctvercová matice rádu n.


      Zobrazení aritmetického lineárního prostoru Vn do Vn , definované predpisem






y = C x ,


      se nazývá lineární transformace ve Vn.


      Matice C se nazývá matice transformace.

Pozn:    lineární transformace v aritmetickém lineárním prostoru Vn s maticí transformace C prirazuje každému vektoru x ( Vn 
práve jeden vektor y ( Vn takový, že platí y = C x
Definice:  Lineární transformace s regulární maticí transformace C se nazývá regulární lineární transformace.

7.10.
Diagonální matice

Definice:  Ctvercová matice D rádu n, pro jejíž prvky platí





dij = 0   pro i ( j     (i = 1,....., n,  j = 1,....., n),


      se nazývá diagonální.

Definice:  Matice



E(i ((( j) , která vznikne z J výmenou i-tého a j-tého rádku,



E(c i) , která se liší od J jen prvkem eii = c (c ( 0),



E(i + cj) , která se liší od J jen prvkem eij = c (i ( j)


      se nazývájí elementární matice.

Pozn:    matice E(c i ) vznikne z jednotkové matice J vynásobením i-tého rádku nenulovým reálným císlem c


matice E(i + cj) vznikne z jednotkové matice J prictením c násobku j-tého rádku k i-tému rádku
Veta (o redukci symetrické matice):


Necht A je ctvercová symetrická matice.


Pak existuje regulární matice B taková, že matice BT A B je diagonální.
8.
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Charakteristická (vlastní) císla matice

8.7.

Kvadratické formy a jejich klasifikace

8.8.

Urcení typu kvadratické formy

8.1.

Definice determinantu

Definice:  Necht množina M = (1, 2, ....., n(, n ( N je pevne dané.


      Pak prosté zobrazení M na M se nazývá permutace množiny M.

Pozn: znacíme (k) = k1 , k2 , ....., kn
Definice:  Dvojice ki , kj se nazývá inverze v permutaci (k) = k1, k2, ....., kn , jestliže i ( j a ki ( kj .

Definice:  Necht A = (aij( je ctvercová matice rádu n.


      Reálné císlo




det A = ((k)  (-1)( a1k1 a2k2 ..... ankn ,


      kde ((k)  znací soucet pres všechny permutace (k) = k1, k2, ....., kn císel 1, 2, ....., n a ( je pocet inverzí v 
      permutaci (k),


      se nazývá determinant matice A.

8.2.

Rozvoj determinantu podle rádku (sloupce)

Veta (o rozvoji determinantu - Laplaceova veta):


Necht A je ctvercová matice rádu n.


Pak pro i = 1, ....., n platí




det A = (nr=1  (-1)i + r air Mir ,


kde Mir je subdeterminant, který vznikne z determinantu matice A po vynechání i-tého rádku a r-tého sloupce.

8.3.

Rádkové (sloupcové) úpravy determinantu

Veta (o determinantu transponované matice):


Jsou-li A a AT navzájem transponované ctvercové matice, pak determinant matice A je roven determinantu 
matice AT, tj.




det A = det AT.

Veta (o radových úpravách determinantu):


Pro radové úpravy determinantu platí:


a)  Násobíme-li libovolnou radu determinantu císlem c, potom se císlem c násobí celý determinant.


b)  Vymeníme-li navzájem v determinantu dve rovnobežné rady (tj. rádky nebo sloupce), pak determinant 
     zmení znaménko.


c)  Pricteme-li k nekteré rade determinantu libovolnou lineární kombinaci rad s ní rovnobežných, pak se 

     hodnota determinantu nezmení.

Veta (o determinantu trojúhelníkové matice):


Necht A = (aij( je ctvercová matice rádu n.


Je-li matice A trojúhelníková, pak její determinant je roven soucinu prvku na hlavní diagonále, tj.





det A = a11 a22 ..... ann .

8.4.

Další vety o determinantech

Veta (o determinantu regulární matice):


Necht A je ctvercová matice.


Matice A je regulární práve tehdy, když její determinant je ruzný od nuly, tj.





det A ( 0.

Veta (o hodnosti matice):


Necht A je nenulová matice typu m x n.


Matice A má hodnost h tehdy a jen tehdy, když lze z ní vybrat alespon jeden nenulový determinant rádu h a 
všechny determinanty rádu vetšího než h vybrané z matice A (pokud existují) jsou rovny nule.

Veta (o soucinu determinantu):


Jesliže A a B jsou ctvercové matice stejného rádu, potom




det (A B)  =  det A  det B.

Veta (o determinantu inverzní matice):


Je-li A regulární matice, potom




det A-1  =  1 / det A.

(nebo   det A  =  1 / det A-1)

8.5.

Užití determinantu

Veta (Cramerovo pravidlo):


Mejme soustavu n lineárních rovnic o n neznámých x1, ....., xn.


Jestliže matice soustavy A je regulární, pak má soustava práve jedno rešení, které se dá zapsat ve tvaru





          det Aj




xj  =  --------           (j = 1, ....., n),





          det A


kde Aj je matice, která vznikne z matice soustavy A po náhrade j-tého sloupce sloupcem pravých stran rovnic 
soustavy.

Veta (o inverzní matici):


Je-li A = (aij( regulární matice rádu n, potom inverzní matice k matici A se dá zapsat ve tvaru






A11, A12, ....., A1n   T   





  1
A21, A22, ....., A2n



A-1  =  --------    ..........................        ,




            det A   
An1, An2, ....., Ann

kde Aij je algebraický doplnek prvku aij.

Pozn:    pro algebraický dolpnek Aij prvku aij platí   Aij = (-1)i + j Mij,  kde Mij je subdeterminant, který vznikne z det A po vynechání 
i-tého rádku a j-tého sloupce   a    (Aij(T znací transponovanou matici k matici (Aij(
Definice:  Necht reálné funkce jedné reálné promenné f1, f2, ....., fn mají v intervalu J derivace až do rádu (n-1).


      Determinant






f1(x),         f2(x),       ......,     fn(x)




       W(x)  =
f1´(x),       f2´(x),      ......,     fn´(x)






..................................................






f1(n-1)(x),   f2(n-1)(x),  ......,     fn(n-1)(x)   


      se nazývá Wronského determinant neboli wronskián funkcí f1, f2, ....., fn.

Veta (o wronskiánu):


Necht reálné funkce jedné reálné promenné f1, f2, ....., fn mají v intervalu J derivace až do rádu (n-1).


Jestliže jejich wronskián W(x) ( 0 alespon v jednom bode x ( J, pak jsou funkce f1, f2, ....., fn v intervalu J 
lineáne nezávislé.

8.6.

Charakteristická (vlastní) císla matice

Definice:  Necht A je ctvercová matice.


      Komplexní císlo ( vyhovující rovnici





det (A - ( J) = 0


      se nazývá charakteristické (vlastní) císlo matice A.


      Rovnice det (A - ( J) = 0 se nazývá charakteristická rovnice matice A.

Veta (o charakteristických císlech symetrické matice):


Je-li A ctvercová symetrická matice, pak všechna její charakteristická císla jsou reálná.

Veta (o vztahu charakteristických císel a stopy matice):


Necht A je ctvercová matice rádu n.


Jsou-li (1, (2, ....., (n charakteristická císla matice A, pak platí





(ni=1  (i  =  tr A.

8.7.

Kvadratické formy a jejich klasifikace

Definice:  Necht A = (aij( je ctvercová symetrická matice rádu n, x je vektor z Vn.


      Zobrazení k: Vn (( R dané predpisem 





k(x)  =  (ni=1  (nj=1  aij xi xj

      se nazývá kvadratická forma príslušná matici A.


      Matice A se nazývá matice kvadratické formy k.

Definice:  Rekneme, že kvadratická forma k je v kanonickém tvaru, jestliže matice príslušná kvadratické forme k je 
      diagonální.

Definice:  Kvadratická forma k se nazývá



a) (+D)  pozitivne definitní, jestliže k(x) ( 0 pro všechny nenulové vektory z Vn,



b) (-D)  negativne definitní, jestliže k(x) ( 0 pro všechny nenulové vektory z Vn,



c) (+SD)  pozitivne semidefinitní, jestliže k(x) ( 0 pro všechny vektory z Vn a existuje nenulový 


   vektor x z Vn takový, že k(x) = 0,



d) (-SD)  negativne semidefinitní, jestliže k(x) ( 0 pro všechny vektory z Vn a existuje nenulový 


   vektor x z Vn takový, že k(x) = 0,

 

e) (I)  indefinitní, jestliže ve Vn existují vektory x a y takové, že k(x) ( 0 a k(y) ( 0.

Definice:  Necht A je ctvercová symetrická matice.


     Matice A se nazývá pozitivne definitní (negativne definitní, pozitivne semidefinitní, negativne 
  
     semidefinitní, indefinitní), jestliže kvadratická forma príslušná matici A je pozitivne definitní (negativne 
     definitní, pozitivne semidefinitní, negativne semidefinitní, indefinitní).

Veta (o typu kvadratické formy v kanonickém tvaru):


Necht k je kvadratická forma v kanonickém tvaru daná maticí D = diag (d1, d2, ....., dn(.


Pak platí:


a)  Kvadratická forma k (matice D) je +D tehdy a jen tehdy, když di ( 0 pro všechna i = 1, ....., n.


b)  Kvadratická forma k (matice D) je -D tehdy a jen tehdy, když di ( 0 pro všechna i = 1, ....., n.


c)  Kvadratická forma k (matice D) je +SD tehdy a jen tehdy, když di ( 0 pro všechna i = 1, ....., n a alespon  
     jedno di = 0.


d)  Kvadratická forma k (matice D) je -SD tehdy a jen tehdy, když di ( 0 pro všechna i = 1, ....., n a alespon 
     jedno di = 0.


e)  Kvadratická forma k (matice D) je I tehdy a jen tehdy, když existují i a j taková, že di ( 0 a dj ( 0.

8.8.

Urcení typu kvadratické formy

Veta (o prevodu kvadratické formy na kanonický tvar):


Každou kvadratickou formu k je možné regulární lineární transformací prevést na kanonický tvar.

Veta (o vlivu charakteristických císel na typ kvadratické formy):


Necht A je ctvercová symetrická matice rádu n,  (1, (2, ....., (n jsou její charakteristická císla.


Pak existuje regulární lineární transformace y = C x , která prevádí kvadratickou formu k(x) = xTA x na 
kanonický tvar




k(x)  =  (1y12 + (2y22 + ..... + (nyn2 .

Veta (Sylvestrova):


Necht k je kvadratická forma daná ctvercovou symetrickou maticí A = (aij( rádu n.


Oznacme pro i = 1, ......, n






a11 , a12 , ....., a1i




Di = 
a21 , a22 , ....., a2i      .






.........................






ai1 , ai2 , ......, aii
Pak platí:


a)  Kvadratická forma k (matice A) je +D tehdy a jen tehdy, když Di ( 0 pro všechna i = 1, ....., n.


b)  Kvadratická forma k (matice A) je -D tehdy a jen tehdy, když Di ( 0 pro všechna sudá i a Di ( 0 pro 
  
     všechna lichá i.


c)  Jestliže existuje sudé i takové, že Di ( 0, nebo lichá i, j taková, že Di ( 0 a D ( 0, pak kvadratická forma k 
     (matice A) je I. 
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9.1.

De analysi indivisibilium (o analýze nekonecne malých velicin)
Definice:  Necht A je neprázdná množina.


      Konvergencní prostor je usporádaná dvojice (A,((, kde ( je zobrazení, které každému prvku a ( A 

      prirazuje neprázdný systém podmnožin množiny A takový, že platí:



 (i)  (a ( A  (U ( ((a)   (a ( U),



(ii)  (a ( A  (b ( A  (a ( b  (  (U ( ((a)  (V ( ((b)  (U ( V = () ).

Pozn:    množina U ( ((a) se nazývá okolí bodu a


((a) je systém všech okolí bodu a 


zobrazení ( se nazývá konvergence na množine A


prvky konvergencního prostoru nazýváme body
Definice:  Necht (A,(( je konvergencní prostor, (an) posloupnost obsažená v množine A a bod a ( A.


      Rekneme, že posloupnost (an) má limitu (nebo konverguje k) a v množine A a píšeme lim an = a,
 
      jestliže




(U ( ((a)  (d ( R  (n ( N  (n ( d  (  an ( U).

Pozn: tzn. pro každé okolí bodu a existuje reálné císlo d, kdy pro každé n ( N platí, ...
Veta (o jednoznacnosti limity posloupnosti):


Necht A je konvergencní prostor a (an) posloupnost obsažená v množine A.


Potom posloupnost (an) má v množine A nejvýše jednu limitu.

Veta (o limite konstantní posloupnosti):


Necht A je konvergencní prostor a a ( A.


Potom posloupnost (a) konverguje k limite a v množine A, tj. limn (( ( a = a.

Veta (o limite vybrané posloupnosti):


Necht A je konvergencní prostor, (an) a (bn) posloupnosti obsažené v množine A takové, že (bn) je vybraná 
posloupnost z posloupnosti (an), a bod a ( A.


Jesliže posloupnost (an) konverguje v množine A k limite a, potom posloupnost (bn) rovnež konverguje v 
množine A k limite a.

9.2.

Standartní konvergence na R a R*

Definice:  Necht a je reálné císlo a ( kladné reálné císlo.


      Potom ( - okolí reálného císla a je množina U(a,() = (a - (, a + ().

Definice:  Standartní konvergence na R je zobrazení (s takové, že pro každé reálné císlo a je (s(a) = (U(a,(); ( (0(.

Veta (o standartní konvergenci na R):


Množina všech reálných císel R, na které je definována standartní konvergence (s, je konvergencní prostor.

Pozn:  tuto množinu znacíme R1
Definice:   (i)  Necht (1 je reálné císlo.



Potom (1 - okolí bodu ( je množina U((,(1) = ((1, ((.


      (ii)  Necht (2 je reálné císlo.



Potom (2 - okolí bodu -( je množina U(-(,(2) = (-(,(2).

Definice:  Standartní konvergence na R* je zobrazení (s* takové, že




(a ( R  ( (s*(a) = (U(a,(); ( ( 0( ),




         ( (s*(() = (U((,(1); (1 ( R(,




         ((s*(-() = (U(-(,(2); (2 ( R(.

Veta (o standartní konvergenci na R*):


Rozšírená císelná osa R*, na které je definována standartní konvergence (s*, je konvergencní prostor.

Pozn:  tuto množinu znacíme R1*
Veta (o limite monotónní posloupnosti):


Necht (an) je reálná posloupnost.


 (i)  Je-li posloupnost (an) neklesající, potom existuje limn (( (  an a limn (( (  an = sup ((an)).


(ii)  Je-li posloupnost (an) nerostoucí, potom existuje limn (( (  an a limn (( (  an = inf ((an)).

Dusledek:  omezená monotónní posloupnost je konvergentní
Veta (o limite operací pro posloupnosti):

Necht (an) a (bn) jsou reálné posloupnosti.


Potom


  (i)  limn (( (  (an +- bn) = limn (( (  an +- limn (( (  bn ,


 (ii)  limn (( (  (an bn) = limn (( (  an *  limn (( (  bn ,


(iii)  limn (( (  (an / bn) = limn (( (  an / limn (( (  bn ,


(iv)  limn (( (  (an( = (limn (( (  an(,


pokud existují pravé strany.

Veta (o limite sevrené posloupnosti - o dvou policistech):


Necht (an), (bn) a (cn) jsou reálné posloupnosti takové, že (an) ( (cn) ( (bn) a limn (( (  an = limn (( (  bn.


Potom existuje limn (( (  cn a platí limn (( (  cn = limn (( (  an = limn (( (  bn. 

Veta (o nulové limite posloupnosti):

Necht (an) je reálná posloupnost a a reálné císlo.


Potom


  (i)  limn (( (  an = 0 práve tehdy, jestliže limn (( (  (an( = 0,


 (ii)  limn (( (  1 / an = 0 práve tehdy, jestliže limn (( (  (an( = (,


(iii)  je-li limn (( (  1 / an = 0 a jsou-li všechna an od jistého indexu kladná (resp. záporná), je limn (( (  an = ( 
        (resp. limn (( (  an = -() ,


(iv)  limn (( (  an = a práve tehdy, jesliže limn (( (  (an - a( = 0.

Veta (o nerovnostech a posloupnostech):

Necht (an) a (bn) jsou reálné posloupnosti takové, že existují limn (( (  an a limn (( (  bn.


 (i)  Jestliže (an) ( (bn), potom limn (( (  an ( limn (( (  bn.


(ii)  Jestliže limn (( (  an ( limn (( (  bn , potom existuje kladné prirozené císlo k takové, že




(n ( N  (n ( k  (  an ( bn).

Veta (Bolzanova - Weierstrassova):


Necht (cn) je reálná posloupnost obsažená v reálném intervalu (a,b(.


Potom existuje reálná posloupnost (dn) vybraná z posloupnosti (cn) taková, že existuje limn (( (  dn a  

limn (( (  dn ( (a,b(.

Veta (o aproximaci reálných císel císly racionálními):

Ke každému reálnému císlu x existuje neklesající posloupnost racionálních císel (an) taková, že 


limn (( (  an = x.

9.3.

Standartní konvergence na Rn
Definice:  Necht A = (a1, ....., an( je bod z Rn a ( kladné reálné císlo.


      Potom ( - okolí bodu A je množina Un(A,() = (a1 - (, a1 + () x ..... x (an - (, an + ().

Definice:  Standartní konvergence na Rn je zobrazení (s takové, že pro každý bod A z množiny Rn je 


      (s(A) = (Un(A,(); ( ( 0(.

Pozn:  množinu Rn, na které je definována standartní konvergence (s , budeme oznacovat Rn
Veta (o standartní konvergenci na Rn):

Rn je konvergencní prostor.

Veta (o limite posloupnosti v Rn):

Necht (Ak) je posloupnost obsažená v Rn a A je bod z Rn.


Potom posloupnost (Ak) konverguje v Rn k bodu A práve tehdy, jestliže pro všechna prirozená císla i taková, 
že 1 ( i ( n, posloupnost i-tých souradnic bodu (Ak) konverguje (v R1) k i-té souradnici bodu A.

9.4.

Spojitost zobrazení

Definice:  Necht A a B jsou konvergencní prostory, f: A (( B, c ( A a M ( A.


       (i)  Rekneme, že zobrazení f je spojité v bode c, jestliže pro všechny posloupnosti (an) obsažené v 
 
        
množine A platí:





limn (( (  an = c  (  limn (( (  f(an) = f(c).


      (ii)  Rekneme, že zobrazení f je spojité v množine M, jestliže pro všechny posloupnosti (an) obsažené v 
  
množine M a pro všechny body a z množiny M platí:





limn (( (  an = a  ( limn (( (  f(an) = f(a).

Pozn:  f je spojité v množine M, je-li spojité ve všech bodech množiny M
Veta (o spojitosti superpozice):


Necht A, B a C jsou konvergencní prostory, f: A (( B, g: B (( C, c ( A a M ( A.


 (i) Je-li zobrazení f spojité v bode c a zobrazení g spojité v bode f(c), potom zobrazení g(f( je spojité v bode c.


(ii) Je-li zobrazení f spojité v množine M a zobrazení g spojité v množine f(M), potom zobrazení g(f( je 
 
      spojité v množine M.

Veta (o spojitosti operací):

Necht f a g jsou reálné funkce takové, že D(f) = D(g). Necht c ( D(f) a M ( D(f).


 (i)  Jsou-li funkce f a g spojité v bode c (resp. v množine M), potom jsou funkce f + g, f - g, f g, (f( spojité v 
       bode c (resp. v množine M).


(ii)  Jsou-li funkce f a g spojité v bode c (resp. v množine M), pricemž g(c) ( 0 (resp. (x ( M  (g(x) ( 0), potom 
       je funkce f / g spojitá v bode c (resp. v množine M).

Veta (o spojitosti elementárních funkcí):

Každá elementární funkce je spojitá v libovolném bode svého definicního oboru.

Veta (Bolzanova):

Necht f je reálná funkce jedné reálné promenné spojitá v reálném intervalu (a,b( taková, že f(a) *  f(b) ( 0.


Potom existuje reálné císlo c takové, že c ( (a,b) a f(c) = 0.

Veta (dusledek Bolzanovy vety):

Necht f je reálná funkce jedné reálné promenné spojitá v intervalu (a,b) taková, že nemá v intervalu (a,b) 
žádný nulový bod.


Potom funkce f je stále kladná nebo stále záporná v intervalu (a,b).

Veta (Weierstrassova):

Necht f je reálná funkce jedné reálné promenné spojitá v reálném intervalu (a,b(.


Potom funkce f nabývá v intervalu (a,b( jak svého maxima, tak i svého minima vzhledem k intervalu (a,b(.

9.5.

Limita zobrazení

Definice:  Necht A je konvergencní prostor, M ( A a c (A. 


      Rekneme, že c je hromadný bod množiny M (vzhledem k množine A), jestliže existuje posloupnost (an)   
      obsažená v množine M taková, že (n ( N (an ( c) ( lim n (( ( an = c.

Definice:  Necht A a B jsou konvergencní prostory, f: M (( B, M ( A, b ( B a c (A takový, že c je hromadný bod 
      množiny M. 


      Rekneme, že zobrazení f má limitu b v bode c, jestliže pro všechny posloupnosti (an) obsažené v 
 
      množine M platí:





((n ( N (an ( c) ( lim n (( ( an = c) ( lim n (( ( f (an) = b.

Pozn:  zobrazení f má limitu b v bode c   .........     limx (( c  f(x) = b
Veta (o jednoznacnosti limity zobrazení): 


Necht A a B jsou konvergencní prostory, c ( A, f: M (( B, kde M ( A. 



Potom zobrazení f má v bode c nejvýše jednu limitu.

Veta (o vztahu mezi limitou a spojitostí zobrazení): 


Necht A a B jsou konvergencní prostory, f: M ((B, M ( A a c (A, pricemž c je hromadný bod množiny M. 


Potom zobrazení f je spojité v bode c práve tehdy, jestliže existuje lim x (( c f(x) a lim x (( c f(x) = f(c).

Veta (o limite superpozice): 


Necht A, B a C jsou konvergencní prostory, f: M (( N, g: N (( C, kde M ( A a N ( B. Necht existuje 
lim x (( c f(x) = d. 


 (i)  Necht zobrazení g je spojité v bode d. 


       Potom existuje lim x (( c (g(f()(x) a platí lim x (( c g (f(x)) = g (limx (( c f(x)) = g (d). 


(ii)  Necht existuje okolí U bodu c takové, že ( x ( ( U-(c() ( M (f(x) ( d) a existuje lim y (( d g(y). 


       Potom existuje lim x (( c (g(f()(x) a lim x (( c g(f(x)) = lim y (( d g(y).

Veta (o limite operací pro reálné funkce): 


Necht f a g jsou reálné funkce takové, že D(f) = D(g). Necht k je reálné císlo. 


Potom 


(i) lim x (( c (f(x) +- g(x)) = lim x (( c f(x) +- lim x (( c g(x), 


(ii) lim x (( c (f(x) * g(x)) = lim x (( c f(x) * lim x (( c g(x), 


(iii) lim x (( c f(x)/g(x) = lim x (( c f(x)/ lim x (( c g(x), 


(iv) lim x (( c (k * f(x)) = k * lim x (( c f(x), 


(v) lim x (( c (f(x)( = ( lim x (( c f(x)(, pokud existují pravé strany.

Definice:  Necht f je reálná funkce jedné reálné promenné, c ( R1 , c ( R1*.


      Funkce f má v bode c limitu b zleva, jestliže pro každou posloupnost (an) obsaženou v D(f) platí




((n ( N  an ( c  (  limn (( (  an = c)  (  limn (( ( f(an) = b.


      Funkce f má v bode c limitu b zprava, jestliže pro každou posloupnost (an) obsaženou v D(f) platí




((n ( N  an ( c  (  limn (( (  an = c) (  limn (( (  f(an) = b. 

Veta (o limite sevrené funkce): 


Necht f, g a h jsou reálné funkce jedné reálné promenné takové, že existuje okolí U bodu c takové, že




( x ( U - (c(  (f(x) ( h(x) ( g(x)) ( lim x (( c f(x) = lim x (( c g(x). 


Potom existuje lim x (( c h(x) a platí lim x (( c h(x) = lim x (( c f(x) = lim x (( c g(x).

Veta (o nulové limite reálné funkce jedné reálné promenné): 


Necht f je reálná funkce jedné reálné promenné, b a c jsou zobecnená reálná císla. 


Potom 


  (i) lim x (( c  f(x) = 0 práve tehdy, jesliže lim x (( c (f(x)( = 0, 


 (ii) lim x (( c  1 / f(x) = 0 práve tehdy, jestliže lim x (( c (f(x)( = (, 


(iii) je-li c (R, je lim x (( c  f(x) = b práve tehdy, jestliže lim h (( 0  f(c+h) = b.

Veta (o nerovnostech a funkcích): 


Necht f a g jsou reálné funkce takové, že existují lim x (( c f(x) a lim x (( c g(x). 


 (i)  Jestliže existuje okolí U bodu c takové, že 





( x ( U - (c( (f(x) ( g(x)), 


       potom lim x (( c f(x) ( lim x (( c g(x).

 
(ii)  Jestliže lim x (( c f(x) ( lim x (( c g(x), potom existuje okolí U bodu c takové, že 





( x ( U - (c( (f(x) ( g(x)).

Veta (o vztahu mezi limitou reálné funkce jedné reálné promenné a limitou reálné posloupnosti):


Necht f je reálná funkce jedné reálné promenné taková, že existuje lim x (( ( f(x). 


Potom existuje limita posloupnosti (f(n)) taková, že lim x (( ( f(x) = lim n (( ( f(n). 
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10.1.
Derivace
Definice:  Necht funkce f je definována v jistém okolí bodu c.


                                             f(c+h) - f(c)


Položme f ´(c) = lim h (( 0  --------------
                                                               h                          , existuje-li tato limita.


Císlo f ´(c) nazveme derivací funkce f v bode c. 


Neexistuje-li tato limita, pak ríkame, že funkce f nemá v bode c derivaci. Je-li tato limita vlastní   (resp. nevlastní), pak ríkáme, že funkce f má v bode c vlastní (resp. nevlastní) derivaci.

Pozn.: jisté okolí bodu c =  interval (c-( , c+( ), kde ( ( 0

Veta (o vztahu mezi spojitostí a derivací): 


Má-li funkce f v bode c vlastní derivaci, je f  v bode c spojitá.

Veta (o derivaci a algebraických operacích):


Necht funkce f a g mají v bode x vlastní derivaci f ´(x) a g´(x) a necht ( ,( jsou reálné konstanty. 
Potom platí:



(
( f +- ( g)´(x) = ( f ´(x) +- ( g´(x),

                                 ( f * g )´(x) = f ´(x) *  g(x) + f (x) *  g´(x),

                                         f               f ´(x) *  g(x) - f (x) *  g´(x)



              --- ´(x) =   --------------------------------
                                        g                             g2(x)                     , pro g(x)( 0.

Veta (o derivaci inverzní funkce): 


Necht funkce f je spojitá a ryze monotónní v otevreném intervalu I. Položme f(x) = y pro x ( I. Necht 
funkce g inverzní k f má v bode y vlastní nenulovou derivaci.


Potom má funkce f v bode x derivaci     

   1







 f ´(x) =  -----  

                                                               

 
g´(y).

Veta (o derivaci složené funkce):


Necht funkce g(x) má vlastní derivaci v bode x0. Necht funkce f(y) má vlastní derivaci v bode y0= g(x0).


Potom má funkce ( f [g] )(x) v bode x0 vlastní derivaci  f ´( g(x0) ) *  g´(x0).

Veta (postacující podmínka pro lineární nezávislost): 


Necht funkce f1,....., fn  mají derivace až do rádu (n-1) na intervalu I. 


Jestliže Wronského determinant techto funkcí je v bode x0 nenulový alespon pro jedno x0 ( I, tak potom 
funkce f1, ....., fn  jsou lineárne nezávislé.

10.2.
Extrémy funkcí
Definice:  Necht množina M je cástí definicního oboru oboru funkce f.


     Rekneme,že funkce f nabývá v bode c( M maxima (resp. minima) vzhledem k množine M,   
     je-li





f (c) = max ( f (M) ), resp. f (c) = min ( f (M) ).

Definice:  Necht f je funkce definovaná v intervalu (a, b).


     Rekneme, že funkce f má v bode c( (a, b) lokální maximum (resp. lokální minimum), 
    
     existuje-li ( (0 tak, že pro všechna x( (c-(, c+() platí f(x) ( f(c) (resp. f(x) ( f(c) ). 


     Rekneme, že funkce f má v bode c( (a, b) ostré lokální maximum (resp. ostré lokální 
    
     minimum), existuje-li ( (0 tak, že pro všechna x( (c-(, c)((c,c+() platí f(x) ( f(c) (resp. 
  
     f(x) ( f(c) ).


     Lokální maxima a lokální minima nazýváme lokální extrémy.

Veta (nutná podmínka pro lokální extrém - NPLE):


Necht funkce f definovaná v intervalu (a,b) má v bode c( (a,b) lokální extrém. 


Pak, existuje-li derivace f ´(c), je f ´(c) = 0. 

10.3.
Veta o strední hodnote
Veta (Rolleova): 


Necht f je funkce, která má tyto vlastnosti:


1) je spojitá v uzavreném intervalu <a,b>, 


2) má derivaci v každém bode otevreného intervalu (a,b), 


3) f(a) = f(b) = 0. 


Potom existuje alespon jeden bod ( ( (a,b) tak, že f ´(() = 0.      

Veta (Langrangeova o strední hodnote):


Necht f je funkce, která má tyto vlastnosti:


1) je spojitá v uzavreném intervalu <a,b>, 


2) má derivaci v každém bode otevreného intervalu (a,b). 


Potom existuje alespon jeden bod ( ((a,b) tak, že platí:








  f (b) - f (a)






 f ´(() = ------------- .

                                                                                  b-a 

Veta (zobecnená veta o strední hodnote):


Necht platí: 


1) funkce f a g jsou spojité v intervalu (a,b(, 


2) pro každé x ( (a,b) existuje f ´(x) a g´(x), 


3) g´(x)( 0 pro x ( (a,b). 


Potom existuje ( ( (a,b) tak, že platí:






 f ´(()         f (b) - f (a)






------   =   ------------- .

                                                                g´(()         g (b) - g (a) 

Veta (o významu první derivace pro prubeh funkce):


Necht funkce f(x) je spojitá v intervalu I a necht v každém vnitrním bode tohoto intervalu existuje 
derivace.


Je-li v každém vnitrním bode intervalu I: 


1) f ´(x) > 0, pak funkce f je rostoucí v I, 


2) f ´(x) < 0, pak funkce f je klesající v I, 


3) f ´(x) = 0, pak je funkce f konstantní v I. 

Veta (1. postacující podmínka pro lokální extrém - 1. PPLE):


Necht funkce f je spojitá v bode c( (a,b). 


1) Je-li f ´(x) > 0 v intervalu (a,c) a f ´(x) < 0 v intervalu(c,b), má funkce f v bode c ostré lokální maximum. 


2) Je-li f ´(x) < 0 v intervalu (a,c) a f ´(x) > 0 v intervalu (c,b), má funkce f v bode c ostré lokální minimum. 


3) Je-li f ´(x) > 0 (resp. f ´(x) ( 0)  v množine (a,c) ( (c,b), pak v bode c nenastává lokální extrém.

Veta (2. postacující podmínka pro lokální extrém - 2. PPLE): 


Necht f ´(x) existuje v jistém okolí bodu c. 


1) Je-li f ´(c) = 0  a  f ´´(c) < 0, má funkce f v bode c lokální maximum. 


2) Je-li f ´(c) = 0  a  f ´´(c) > 0, má funkce f  v bode c lokální minimum. 

10.4.
Funkce konvexní a konkávní

Definice:  Necht funkce f je definovaná v intervalu I. 


     Rekneme, že funkce f je konvexní v intervalu I, platí-li implikace 






        f (x2) - f (x1)       f (x3) - f (x2)



(x1,x2,x3 (I  (x1 < x2 < x3  (  ---------------  <  --------------- ).

                                                                   x2 - x1                 x3 - x2

     Rekneme, že funkce f je konkávní v intervalu I, platí-li implikace






        f (x2) - f (x1)        f (x3) - f (x2)



(x1,x2,x3 (I  (x1 < x2 < x3  ( ----------------  >  ---------------- ).






            x2 - x1                 x3 - x2

Veta (o významu druhé derivace pro prubeh funkce):


Necht f je funkce spojitá v intervalu I a necht existuje f ´´(x) v každém vnitrím bode intervalu I. 


1) Je-li f ´´(x) > 0 v každém vnitrním bode intervalu I, je f konvexní v intervalu I. 


2) Je-li f ´´(x) < 0 v každém vnitrním bode intervalu I, je f konkávní v intervalu I. 

10.5.
Inflexe
Definice:  Necht funkce f je spojitá v bode b a necht v bode b existuje vlastní, nebo nevlastní derivace       
     f ´(b). 


     Rekneme, že funkce f má v bode b inflexi, existuje-li ( > 0 tak, že f je konvexní            
  
     (resp.konkávní) v (b-(, b> a konkávní (resp. konvexní) v <b, b+(). 

10.6.
L´Hospitalovo pravidlo

Veta (l´Hospitalovo pravidlo):


1) Necht platí:       lim x (( c f(x) = 0   a   lim x (( c g(x) = 0,


  
 nebo     lim x (( c (f(x)(= (   a   lim x (( c (g(x)(= ( .


2) Necht existuje               f ´(x)




 lim x (( c ------ .

                                                     g´(x)


Potom existuje lim x  (( c   f(x) / g(x) a platí






    f(x)                     f ´(x)





lim x  (( c ----- =  lim x (( c ------ .






  g(x)

    g´(x) 

10.7.
Prubeh funkce

Postup pri vyšetrování prubehu funkce:


1) urcíme definicní obor u elementárních funkcí, není-li definicní obor stanoven predem,


2) vyšetríme, zda f je sudá, resp. lichá, resp. periodická,


3) vyšetríme limity v krajních bodech definicních intervalu,


4) stanovíme nulové body funkce, tj. prusecíky s osou x, a urcíme intervaly, kde je funkce kladná, 
    
    resp. záporná,


5) urcíme intervaly, v nichž je funkce rostoucí, resp. klesající a stanovíme body, v nichž nastávají 
   
    lokální extrémy,


6) urcíme intervaly, v nichž je funkce konvexní, resp. konkávní a stanovíme inflexní body,


7) nakreslíme graf

Veta (o významu první derivace pro prubeh funkce):
viz. 10.3. - str. 4
Veta (o významu druhé derivace pro prubeh funkce):
viz. 10.4. - str. 5
10.8.
Tayloruv polynom

Definice:  Necht funkce f má v bode c derivace až do rádu n vcetne.


     Taylorovým polynomem stupne n funkce f v bode c rozumíme polynom Tn  definovaný 
  
     predpisem







  f ´´(c)                           f (n)(c)



Tn (x) = f(c) + f ´(c) * (x-c) + -------- * (x-c)2 + ...... + ------- * (x-c)n ,
                                                                                                               2!                                  n!


     pro x ( R.

Veta (Taylorova):


Necht funkce f má v jistém intervalu (a-(, a+() derivace rádu (n+1).


Pro každé x ( (a-(, a+(), x ( a  existuje  ( ( (a, x), (resp. ( ( (x, a)) tak, že platí






      f (n+1) (()





R n+1 (x) = ----------- *  (x-a) n+1 .





      (n+1)!
Pozn.: R n+1(x)  - Lagrangeuv tvar zbytku
11.

Integrály
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11.1.
Primitivní funkce, neurčitý integrál

Definice:  Řekneme, že funkce F je primitivní funkcí k funkci f v intervalu I, platí-li F´(x) = f (x) pro 
     
      každé x ( I. 

Pozn: Neurčitý integrál = libovolná primitivní funkce funkce f



               = množina všech primitivních funkcí k funkci f

Věta:


Množina všech primitivních funkcí k funkci f na intervalu I je totožná s množinou 




{G, G= F + c, c ( R },


kde F je primitivní funkcí k funkci f na intervalu I.

Věta (postačující podmínka pro existenci primitivní funkce - PPEXPF): 


Je-li funkce f spojitá v intervalu I, existuje k ní v tomto intervalu primitivní funkce.

 Věta (o linearitě integrálu):


Nechť existuje ( f  a  ( g  v intervalu I a nechť 
( a ( jsou libovolná reálná čísla.


Pak v intervalu I existuje ( ((f + (g) a platí 




( ((f + (g) = ( ( f + ( ( g  + c,


kde c je integrační konstanta.

11.2.
Integrační metoda po částech (per partes)
Věta (o integraci per partes): 


Nechť funkce f a g mají v intervalu I spojité derivace. 


Potom platí




( f ´g  =  f g - ( f g´,    resp.  ( f g´  =  f g - ( f ´g.

11.3.
Integrace substitucí
Věta (o integraci substitucí): 


Nechť f je spojitá funkce v intervalu (a,b). Nechť funkce g má v intervalu ((,() derivaci a pro každé            
t (((,() nechť g (t) ( (a,b). 


Potom v intervalu ((,() existuje integrál ( (f [g])g´ a platí




( (f [g])g´ = ( ( f )[g],


resp. 
 ( f (g(t)) g´(t) dt = ( f(x) dx = F(g(t)) + c,


kde F je primitivní funkce k funkci f v intervalu (a,b).

Pozn: substituce:   x = g(t)



   dx = g´(t) dt 

11.4.
Newtonův určitý integrál

Definice:  Nechť F je primitivní funkcí k funkci f v (a,b(.


     Pak Newtonovým určitým integrálem funkce f v (a,b( rozumíme reálné číslo F(b) - F(a) a 
  
     značíme jej   a(b f, resp. a(b f(x) dx.

Věta (postačující podmínka existence určitého integrálu - PPEXUI):


Je-li funkce f spojitá v uzavřeném intervalu (a,b(, je v tomto intervalu integrovatelná (tzn. existuje určitý 
integrál a(b f ).

Věta (linearita integrálu): 


Nechť existují integrály a(b f a a(b g  a nechť ((R. 


Pak existují integrály a(b  (f+g) a a(b (( f) a platí




 a(b  (f+g) = a(b f + a(b g ,




  a(b (( f) = ( a(b f.

Věta (aditivita integrálu):


Nechť c ( (a,b). Funkce f je integrovatelná v (a,b( právě tehdy, je-li integrovatelná v (a,c( a (c,b(. 


Platí




 a(b f  =  a(c  f  + c(b f.

Věta (monotonie integrálu):  

f  ( g   v (a,b(   (    a(b f  (  a(b g

Věta:


Je-li funkce f spojitá v intervalu I, c ( I, pak pro každé x ( I platí




F´(x) = f(x),   kde F(x) = c(x  f(t) dt.

Věta (Newton – Leibnizova formule): 


Nechť funkce f je spojitá v intervalu (a,b( a nechť funkce F je primitivní k funkci f v (a,b(. 


Potom platí




 a(b f = F(b) – F(a).

Věta (o integraci per partes v Newtonově integrálu):


Nechť funkce f a g mají v intervalu (a,b( spojité derivace. 


Potom platí




 a(b  f ´g = (f g(ab - a(b f´g =   f(b) g(b) – f(a) g(a) - a(b fg´.

Věta (o integraci substitucí v Newtonově integrálu):


Nechť funkce f je spojitá v intervalu (a,b(. Nechť funkce g má v intervalu ((,(( spojitou derivaci a 
zobrazuje tento interval do intervalu (a,b(. 


Potom platí




 ((( f (g( g´= g(()(g(() f,     resp. ((( f(g(t)) g´(t) dt = g(()(g(() f(x) dx.

Definice:  Řekneme, že funkce f omezená v intervalu (a,b( je v tomto intervalu riemannovsky integrovatelná, je-li 
     -(ab f  = (-ab f. 


     Pak toto číslo značíme (ab f a nazýváme určitým Riemannovým integrálem funkce f od a do b. 

11.5.
Newtonův nevlastní integrál

Definice:  (i)  Nechť neexistuje Newtonův určitý a(b f  a existuje Newtonův určitý a(z f  pro z ( (a,b).


          Pak    




lim z (( b -  a(z f   


          nazveme Newtonův nevlastní a(b f  vlivem horní meze.


    (ii) Nechť neexistuje Newtonův určitý a(b f  a existuje Newtonův určitý z(b f  pro z ( (a,b).


          Pak




lim x (( a +    z(b f 


          nazveme Newtonův nevlastní a(b f  vlivem dolní meze.

Věta (srovnávací kriterium konvergence nevlastních integrálů):


Nechť funkce f a g jsou spojité v (a,(), 0 ( f ( g  v (a,().


Pak platí:


 (i)
a(( g    K        (     a(( f     K,


(ii)
a(( f   = (      (      a(( g   = (.

11.6.
Eulerovy integrály - funkce gama a beta

Definice:   (i) Funkcí ( rozumíme reálnou funkci 1 reálné proměnné definovanou předpisem




( (x) = 0(( tx-1  e-t  dt.


     (ii) Funkcí ( rozumíme reálnou funkci 2 reálných proměnných definovanou předpisem



( (x,y) = 0(1 tx-1 (1-t)y-1 dt.

Věta (o vlastnostech ( a ( funkce):


    (i)  D (() = C (() = (0,()


   (ii)  ( (1) = 1


  (iii)  ( (1/2) = ((

  (iv)  (n ( N  ( (n+1)  =  n!


   (v)  ( ( ( (0,()  ( ((+1) = (  ( (()


  (vi)  D (() = C (() = (0,() x (0,()


 (vii) ( x, y ( (0,()  ( (x,y) = ( (y,x)


(viii) ( x, y ( (0,()  ( (x,y) =    ( (x+y)




    ( (x) *  ( (y)
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12.1.
Nekonečná číselná řada a její součet

Definice:  Uvažujme reálnou posloupnost (an). 


     Pak symbol 





a1 + a2 + … + an + … 


     nazýváme nekonečná číselná řada nebo krátce řada. Sčítanec an nazýváme n-tý člen řady. 
     Symbol řady značíme též





n=1(( an    nebo krátce  (an. 

Definice:  Uvažujme řadu (an a definujme tzv. posloupnost částečných součtů (sn ):





s1 = a1 ,





s2 = a1 + a2 ,





... ,





sn = a1 + a2 + ... + an ,





... .


     Pak součtem s řady (an rozumíme limitu posloupnosti částečných součtů (sn), neboli






 lim n((  sn = s.


     Pokud součet řady je reálné číslo, říkáme, že řada konverguje.


     (Pokud je součet řady roven ( nebo -( nebo neexistuje (tj. neexistuje lim sn ), říkáme, že 
     řada diverguje.)

12.2.
Geometrická řada
Definice:  Řada




( a1 qn-1  = a1 + a1 q + a1 q2 +... ,      kde a1 ( 0


     se nazývá geometrická řada s kvocientem q.

Věta (kritérium geometričnosti řady):


Uvažujme řadu ( an. Nechť platí a n + 1 / an = q, kde q je konstanta, pro všechna n(N.


Pak řada ( an je geometrická s kvocientem q.

Věta (o součtu geometrické řady):


Uvažujme geometrickou řadu ( a1 qn-1.


Pro (q(<1 tato řada konverguje a pro její součet s platí s = a1  / 1-q.


Pro (q((1 geometrická řada diverguje.

12.3.
Obecné vlastnosti řad
Věta (o součtu a násobku řad):


Uvažujme řady ( an a ( bn. Pak platí


 (i)
( (an +- bn) = ( an +- ( bn ,


(ii)
   ( (k * an) = k * ( an ,


pokud výrazy na pravých stranách rovnic mají smysl (tj. součty řad exist. a nenastává neurč. výraz ( - ().

Věta (o uzávorkování členů řady):


Uvažujme řadu ( an.


Pak platí



(a1 + a2 + ... + ar ) + (ar + 1 + ar + 2 + ... + as ) + (...) + (...) = ( an ,


pokud součet na pravé straně existuje.

Věta (o zbytku řady):


Uvažujme řady n = 1 ( an a n = k + 1 ( an. 


Pak platí, že první z řad je konvergentní, právě když konverguje řada druhá (tzv. k-zbytek řady ( an), 
a pro součty obou řad platí




( an = (a1 + a2 + ... + ak ) + n = k + 1 ( an.

Věta (kritérium nutné podmínky konvergence řady - NPK):


Uvažujme řadu ( an.


Nechť lim n((  an ( 0, potom řada ( an diverguje.

12.4.    Řady s nezápornými členy. Srovnávací kritérium
Věta (o nerovnosti mezi součty řad):


Uvažujme řady s nezápornými členy ( an a ( bn.


Nechť  an ( bn pro všechna n ( N, potom ( an ( ( bn.

Věta (srovnávací kritérium):


Uvažujme řady s nezápornými  členy ( an a ( bn. 


Nechť platí an ( bn  pro všechna n(N.


Potom platí:



Konverguje-li řada ( bn , konverguje i řada ( an ,



a diverguje-li řada ( an , diverguje i řada ( bn.

12.5.
Podílové kritérium
Věta (podílové kritérium):


Uvažujme řadu ( an s kladnými členy. Nechť existuje limita





lim n ( (   an+1 /an = L.


Pak platí:



 (i) Je-li L < 1, potom řada ( an je konvergentní.



(ii) Je-li L > 1, potom řada ( an je divergentní.

12.6.
Odmocninové kritérium
Věta (odmocninové kritérium):


Uvažujme řadu ( an s nezápornými členy. Nechť existuje limita





lim n ( ( n( an = L. 


Pak platí:



 (i) Je-li L < 1, potom řada ( an je konvergentní.



(ii) Je-li L > 1, potom řada ( an je divergentní.

12.7.
Integrální kritérium
Věta (integrální kritérium):


Uvažujme řadu ( an s kladnými členy. Nechť existuje funkce f, která je v intervalu <1,() spojitá, 
kladná a klesající, a pro všechna n(N je f(n) = an. 


Pak platí:



Jestliže 1(( f (x) dx   konverguje, potom řada ( an konverguje,



jestliže 1(( f (x) dx   diverguje, potom řada ( an diverguje.

12.8.
Alternující řady. Leibnizovo kritérium
Definice:  Řady 



( (-1)n -1 rn  = r1 - r2 + r3 - ...,   kde rn > 0 pro všechna n(N,



( (-1)n  rn = -r1 + r2 - r3 + ...


     se nazývají řady alternující. 

Věta (Leibnizovo kritérium):


Mějme alternující řadu ( (-1)n-1 rn  resp. ( (-1)n rn , kde rn>0 pro všechna n(N.


Nechť



1) posloupnost (rn) je klesající,



 2) lim n ( (  rn = 0.


Potom daná alternující řada konverguje.

12.9.
Řady ostatní. Absolutní konvergence řad 

Definice:  Říkáme, že řada



( an = a1 + a2 + a3 + ... 


     je absolutně konvergentní, pokud řada jejích absolutních hodnot 



((an(= (a1(+(a2(+(a3(+...  je konvergentní.


     Řada se nazývá neabsolutně konvergentní, pokud je konvergentní, ale nikoli absolutně 
  
     konvergentní.

Věta (o absolutní konvergenci):


Je-li řada ( an absolutně konvergentní, je také konvergentní.

12.10.
Funkční řady. Weierstrassovo kritérium
Definice:  Symbol



( fn (x) = f1(x) + f2(x) + f3(x) + ... ,


       kde f1, f2, f3, ... jsou reálné funkce definované v množině M, se nazývá funkční řada.


     Množina všech x0 ( M, pro které konverguje číselná řada



( fn (x0) = f1(x0) + f2(x0) + f3(x0) + ... ,


       se nazývá obor konvergence funkční řady a značí se OK.


     Množina všech x0, pro které absolutně konverguje číselná řada



( fn (x0) = f1(x0) + f2(x0) + f3(x0) + ... ,


       se nazývá obor absolutní konvergence funkční řady a značí se OAK.


     Reálná funkce s, která každému x ( OK přiřazuje hodnotu 



s (x) = ( fn (x) = f1(x) + f2(x) + f3(x) + ... ,


       se nazývá součet funkční řady.

Pozn.: OAK (  OK (  M
Věta (Weierstrassovo kritérium):


Uvažujme funkční řadu  ( fn(x) a číselnou řadu ( an. 


Jestliže



1) (fn(x)( ( an   pro všechna x ( Y a všechna n(N,



2)  řada ( an konverguje,


pak funkční řada  ( fn(x) konverguje absolutně v množině Y.

12.11.
Mocninné řady 

Definice:  Funkční řada



n = 0 ( cn (x-a)n  = c0 + c1 (x-a)1  + c2 (x-a)2 + c3 (x-a)3  + ... , 


     kde a, c0, c1, c2, c3, ... (R, se nazývá mocninná řada se středem a.

Věta (o poloměru konvergence):


Pro každou mocninnou řadu  ( cn (x-a)n  existuje právě jedno číslo ( ( < 0,( > takové, že


    (i) řada konverguje absolutně pro x ( (a-(, a+()  (v případě ( = 0 pouze pro x = a),


   (ii) pro ( ( ( řada diverguje pro x ( (-(, a-() ( (a+(,(), 


přičemž platí




          (cn(


 1



( = lim n ( (  -------- ,     ( = lim n ( (  --------- ,




        (cn + 1(

          n((cn(
 
pokud tyto limity existují.


Číslo ( se nazývá poloměr konvergence mocninné řady  ( cn xn  a interval (a-(, a+() interval 
konvergence této řady (IK). 

Věta (o spojitosti, integrování a derivování součtu mocninnné řady):


Uvažujme mocninnou řadu  ( cn xn  o součtu  s(x) v intervalu konvergence (-(,():



 s(x) = n = 0 ( cn xn  = c0 + c1x + c2x2  + c3x3 + ... .


Potom platí:


     (i) součet řady s je funkce spojitá v (-(,(),


    (ii) neurčitý integrál součtu řady je roven součtu neurčitých integrálů jednotlivých členů řady  v 
          intervalu (-(,()  (při vhodné volbě integračních konstant):



( s(x) dx =  n = 0 ( ( cn xn dx = n = 0 ( cn * (xn+1/n+1) + C = c0x + c1* (x2/2) + c2* (x3/3) +                 










     c3* (x4/4) + ...+C,


   (iii) derivace součtu řady je rovna součtu derivací jednotlivých členů řady v (-(,():

 

s’(x) = n = 0 ( (cn xn)’ = n = 1 ( n cn xn-1 = c1 + 2 c2x + 3 c3x2  + ... ,

               (iv) řady vzniklé integrováním a derivováním mají stejný poloměr konvergence jako řady původní.

12.12.
Taylorova řada 

Věta (o jednoznačnosti mocninnné řady):


Nechť pro funkci  f  v intervalu (a-(,a+(), ( > 0  platí



f (x) = n = 0 ( cn (x-a)n = c0+ c1 (x-a) + c2 (x-a)2  + ... ,


potom funkce f má v tomto intervalu derivace všech řádů a platí



c0 = f (a),  c1 = f ’(a),  c2 = f ’’(a) / 2, ... , cn = f n(a) / n!, ... ,


takže rozvoj f (x) = n = 0 ( cn (x-a)n = c0+ c1 (x-a) + c2 (x-a)2  + ...  funkce  f  v mocninnou řadu je 
jednoznačný. 

Definice:  Uvažujme funkci  f , která má v okolí bodu  a derivaci všech řádů. 


     Mocninná řada



T(x) = n = 0 ( f (n) (a) / n! * (x-a)n  = 



       = f (a) + f ’(a) / 1! * (x-a) + f ’’(a) / 2! * (x-a)2  + f ’’’(a) / 3! * (x-a)3  + ... 


     se nazývá Taylorova řada funkce f se středem a.

Věta (o rovnosti funkce a její Taylorovy řady):


Uvažujme Taylorovu řadu



T(x) = f (a) + f ’(a) / 1! * (x-a) + f ’’(a) / 2! * (x-a)2  + f ’’’(a) / 3! * (x-a)3  + ... 


fce  f  o součtu T v intervalu Y a Taylorův rozvoj fce  f 



 f(x) = Tn (x) + Rn+1 (x) ,


kde Tn (x) je Taylorův aproximační polynom a Rn+1 (x) je zbytek Taylorova rozvoje.


Pak platí:



f(x) = T(x)  pro všechna x ( Y, právě když lim n(( Rn+1 (x) = 0 pro všechna x ( Y.
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14.1.
Diferenciální rovnice n-tého rádu

Definice:  Necht f je reálná funkce (n+1) reálných promenných, definovaná a spojitá v (a,b) x G, kde 

      
      G = (a1, b1) x (a2, b2) x ..... x (an, bn), a, b, ai, bi (R. 


      Diferenciální rovnicí n-tého rádu (n(N) rozumíme rovnici 




y(n) = f (x,y,y´,.....,y(n-1)),


      kde x je promenná a y(x) je neznámá funkce.


      Rešením diferenciální rovnice y(n) = f (x,y,y´,.....,y(n-1)) rozumíme reálnou funkci jedné reálné 
     
      promenné y = ( (x) definovanou v jistém otevreném intervalu I ( (a,b) tak, aby pro každé x( I 
     
      platilo ( (n)(x) = f (x, ( (x), (´(x),....., ((n-1)(x)). Interval I se nazývá definicní obor funkce y.
Definice:  Úloha nalézt rešení ( rovnice y(n) = f (x,y,y´,.....,y(n-1)) tak, aby platilo 




( (x0) = y0, (´ (x0) = y1, (´´ (x0) = y2, ....., ((n-1) (x0) = yn-1, 


      kde (x0, y0, y1,....., yn-1) ( I x (a1,b1) x (a2,b2) x ..... x (an,bn) jsou reálné konstanty,


      se nazývá pocátecní úloha pro rovnici y(n) = f (x,y,y´,.....,y(n-1)). 


      Podmínky ( (x0) = y0, (´ (x0) = y1, (´´ (x0) = y2, ....., ((n-1) (x0) = yn-1 se nazývají pocátecní podmínky.

Definice:  Jestliže všechna rešení diferenciální rovnice y(n) = f (x,y,y´,.....,y(n-1)) mužeme vyjádrit ve tvaru 




y = ( (x, c1, ....., cn), ci (R, i = 1,....., n, 


      pak y nazýváme obecné rešení rovnice y(n) = f (x,y,y´,.....,y(n-1)). 


      Libovolné rešení pri pevne zvolených konstantách ci, i = 1,....., n se nazývá partikulární rešení rovnice 
      y(n) = f (x,y,y´,.....,y(n-1)). 

Definice:  Necht I je otevrený interval. 


      Rekneme, že diferenciální rovnice n-tého rádu y(n) = f (x,y,y´,.....,y(n-1)) je lineární, existují-li reálné 
      funkce jedné reálné promenné p1, p2,....., pn, q definované a spojité na intervalu I tak , že platí 




y(n) + p1(x)y(n-1) + ..... + pn-1(x)y´ + pn(x)y = q(x). 


      (Jestliže q(x) = 0 (x(I, rovnice y(n) + p1(x)y(n-1) + ..... + pn-1(x)y´ + pn(x)y = q(x) se nazývá homogenní. 
       Jestliže funkce p1,....., pn, q jsou konstantní v I, rovnice y(n) + p1y(n-1) + ..... + pn-1y´ + pny = q se nazývá 
       lineární diferenciální rovnice n-tého rádu s konstantními koeficienty.) 

Veta:


Obecné rešení lineární diferenciální rovnice s pravou stranou se rovná souctu obecného rešení príslušné 
zkrácené rovnice a partikulárního rešení rovnice s pravou stranou. 

14.2.
Diferenciální rovnice prvního rádu

Definice:  Rovnici 




y´ = f (x,y)


      nazveme rovnicí se separovatelnými promennými, lze-li funkci  f (x,y) napsat ve tvaru





   g (x)




f (x,y) =  ------ ,





   h (y)


      kde g(x) je spojitá funkce na intervalu (a,b), h(y) je spojitá funkce na intervalu (c,d) a pro každé 

      y ((c,d) je h(y) ( 0.


      Rovnici  y´ = f (x,y)   pak lze zapsat ve tvaru




h(y) *  y´ =  g(x).

14.3.
Lineární diferenciální rovnice (1. rádu)

Veta (o existenci a jednoznacnosti): 


Necht p a q jsou spojité funkce v intervalu (a,b), x0 ( (a,b). 


Existuje práve jedno rešení rovnice 




y´ + py = q 


vyhovující pocátecní podmínce y(x0) = y0. 

14.4.
Lineární diferenciální rovnice n-tého rádu

Veta (o existenci a jednoznacnosti rešení rovnice L(y) = q):


Necht p1, p2, ....., pn, q jsou reálné funkce, spojité na intervalu (a,b) a necht 

(1, (2, ....., (n jsou libovolné 
reálné konstanty. 


Potom existuje na intervalu (a,b) práve jedno rešení ( diferenciální rovnice L(y) = q, které vyhovuje 
pocátecním podmínkám 



((x0) = (1,    (´(x0) = (2,    .....,     ((n-1)(x0) = (n 


kde x0 ( (a,b). 

Veta:


Necht funkce (1, (2, ....., (n jsou rešení rovnice L(y) = 0 na intervalu (a,b). 


Funkce (1, (2, ....., (n jsou lineárne nezávislé na intervalu (a,b) práve tehdy, je-li W((1, (2, ....., (n)(x) ( 0 
pro každé x ( (a,b). 

Veta:


Necht y1, ....., yn je n libovolných partikulárních rešení rovnice



y(n) + p1(x)y(n-1) + ..... + pn-1(x)y´ + pn(x)y = 0. 


Potom libovolná funkce y, která je jejich lineární kombinací je také rešením rovnice 




y(n) + p1(x)y(n-1) + ..... + pn-1(x)y´ + pn(x)y = 0. 

Veta:


Necht y1, .....yn jsou lineárne nezávislá partikulární rešení rovnice 



y(n) + p1(x)y(n-1) + ..... + pn-1(x)y´ + pn(x)y = 0. 


Pak funkce 



y = c1 y1 + c2 y2 + ..... + cn yn,    ci (R 


je obecným rešením rovnice 



y(n) + p1(x)y(n-1) + ..... + pn-1(x)y´ + pn(x)y = 0. 

Veta:


Množina všech rešení rovnice 



y(n) + p1(x)y(n-1) + ..... + pn-1(x)y´ + pn(x)y = 0 


tvorí lineární prostor dimenze n. 

Veta:


Komplexní funkce y(x) = u(x) + iv(x) je rešením rovnice 



y(n) + p1(x)y(n-1) + ..... + pn-1(x)y´ + pn(x)y = 0 


práve tehdy, jestliže je rešením její reálná i imaginární cást.

14.5.
Dodatek - Komplexní funkce 

Definice:  Komplexní funkcí nazveme zobrazení f: M (( C, kde M je libovolná množina a C je množina 
   
      komplexních císel. 

Definice:  Necht f je komplexní funkce komplexní promenné, která je definována v jistém okolí bodu z0. 


      Položme                                               f ( z0 + h ) - f ( z0 )





f?( z0 ) = lim h (( 0 ----------------------- ,

                                                                                            h


      existuje-li vlastní limita vpravo. 


      Císlo   f?( z0 ) se nazývá derivací funkce f v bode  z0.
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15.8.
Diference funkcí

15.1.
Diference

Definice:  Uvažujme posloupnost ( yn ) definovanou na množině  N0 . 


     Číslo 




(yn  =  yn + 1 -  yn  


     se nazývá diference posloupnosti ( yn ) v bodě n ( N0 . 


     Posloupnost ((yn ) členů (ya  pro n ( N0 se nazývá diference posloupnosti ( yn ). 

Věta (o diferenci aritmetických operací):


Nechť ( aa ), ( ba ) jsou  posloupnosti , C je konstanta. 


Pak platí: 


  (I) ( ( aa + ba ) = (aa + (ba ,


 (II) ( ( C aa ) = C (aa , 


(III) ( ( aa  ba ) =  aa (ba  +  ba (aa + (aa (ba , 


(IV) ( ( aa / ba ) = ((aa ) ba  -  aa  ((ba ) /  ba  ba + 1 . 

Věta (o diferenci základních posloupností):


Nechť C je konstanta, Pk , Rk , resp. Qk - 1 jsou polynomy k-tého, resp. (k - 1)-ho stupně o proměnné n. 
Pak platí: 


  (I)  (C = 0 , 


 (II)  (Pk(n) = Qk - 1 (n) ,  


(III)  (an = (a - 1) aa ,


(IV)  (an Pk (n) = an Rk (n),  a ( 1 


 (V)  ( ( n ) = ( n ) 

                        ( k )   ( k-1 )

15.2.
Vyšší diference

Definice:  k-tou diferenci posloupnosti ( yn ) v bodě n ( N0 značíme (k yn a definujeme takto: 


     (1)  Pro k = 0 definujeme (0 yn = yn .


     (2)  Nechť jsou definovány diference až do (k-1)-ní včetně, pak k-tá diference je definována vztahem 


(k yn = ( ( (k-1 yn ). 

Věta (o k- té diferenci):


Uvažujme posloupnost ( yn ). 


Pak platí pro pevné k ( N0 a pro všechna n ( N0 :



(k yn =  yn + k  -  ( k ) yn + k - 1  +  ( k ) yn + k - 2   -  … +  (-1)k yn . 





( 1 )                  ( 2 )

15.3.
Diferenční rovnice prvního řádu

Definice:  Nechť g je funkce dvou proměnných definovaná na Nr ( R.  


      Rovnice




(yn = g (n , yn) 


      o neznámé posloupnosti ( yn ) pro n ( Nr se nazývá diferenční rovnice 1. řádu v Nr. 

15.4.
Diferenční rovnice vyšších řádů

Definice:  Uvažujme funkci g o (k+1) proměnných definovanou na množině Nr ( Rk. 


     Rovnice 




(k yn = g ( n,  yn , (yn, …, (k-1 yn) 


     o neznámé posloupnosti ( yn ) pro n ( Nr se nazývá diferenční rovnice k-tého řádu v Nr.  

Věta (existenční věta pro diferenční rovnici k-tého řádu):


Uvažujme diferenční rovnici k-tého řádu




yn + k = g (n, yn, yn + 1 , …, yn + k - 1 ),    kde n ( Nr. 


Pak pro každou k-tici čísel   a0 , a1 , …, ak-1   existuje právě jedno partikulární řešení této rovnice 
vyhovující počátečním podmínkám 




a0 =  yr ,  a1 =  yr+1 , …, ak-1 =  yr+k-1. 

15.5.
Lineární diferenční rovnice k-tého řádu

Definice:  Rovnice 



yn + k + p1 (n) yn + k-1 + p2 (n) yn + k-2 + … + pk -1 (n) yn +1 + pk(n) yn  = q n , 


     o neznámé posloupnosti ( yn ), kde posloupnosti (p1 (n)), (p2 (n)),…, (pk (n)), (q n ) jsou definovány   
     v N r , 


     se nazývá lineární diferenční rovnice k-tého řádu v N r . 


     V případě nulové pravé strany, tj q n = 0  v N r , hovoříme o zkrácené rovnici. 


     Dále označujeme: 



y OL (n) … obecné řešení lineární rovnice, 



y PL (n) … partikulární řešení lineární rovnice, 



y OZ (n) … obecné řešení zkrácené rovnice, 



y PZ (n) … partikulární řešení zkrácené rovnice. 

Věta (o množině řešení lineární rovnice):


Všechna řešení lineární rovnice vytvoříme tak, že k jednomu pevně zvolenému řešení této rovnice 
přičteme všechna řešení příslušné rovnice zkrácené, neboli 



y OL (n)  =  y PL (n)  +  y OZ (n)       pro n ( Nr. 

Věta (o množině řešení zkrácené rovnice):


Všechna řešení zkrácené rovnice k-tého řádu tvoří vektorový prostor dimenze k, neboli 



y OZ (n)  =  C 1 y 1 (n)  +  C 2 y 2 (n)  +  …  +  C k y k (n)        pro n ( Nr ,


kde  (y 1 (n) ), (  y 2 (n) ), …, ( y k (n)) jsou posloupnosti lineárně nezávislé v Nr. 

Věta (o lineární nezávislosti posloupností):


Uvažujme posloupnosti (r 1 (n)), (r 2 (n)), …, (r k (n)) v Nr . Nechť příslušný (Wronského) determinant 
W*(n) je různý od nuly alespoň pro jedno n ( Nr. 


Potom uvedené posloupnosti jsou lineárně nezávislé v Nr. 

15.6.
Zkrácené diferenční rovnice s konstantními 


koeficienty

Věta (o komplexním řešení zkrácené diferenční rovnice):


Je li komplexní posloupnost (yn) daná předpisem  y n =  a n + ib n  pro n ( N0 řešením diferenční rovnice 

y n+ k + p 1 y n+ k-1 + p 2 y n+ k-2 + … + p k-1 y n+1 + p k y n = 0, 


jsou i posloupnosti (an),(bn) řešením této rovnice. 

Věta (o řešení zkrácené diferenční rovnice s konstantními koeficienty):


Uvažujme diferenční rovnici 



y n+ k + p 1 y n+ k-1 + p 2 y n+ k-2 + … + p k-1 y n+1 + p k y n = 0       pro n ( N0  


s konstantními koeficienty  p1 , p2 , …,pk ,  kde pk ( 0 a charakteristickou rovnicí 



(k + p 1 (k-1 + p 2 (k-2 + … + p k-1 ( + p k  = 0. 

Potom k lineárně nezávislých řešení této diferenční rovnice určíme následujícím způsobem: 



a) s-tici různých jednoduchých reálných kořenů (1 , (2 , ..., (s  charakteristické rovnice 


    odpovídá s-tice lineárně nezávislých řešení (1n , (2n , …, (sns diferenční rovnice, 



b) r-násobnému reálnému kořenu (0 charakteristické rovnice odpovídá r-tice lineárně 


    nezávislých řešení (0n , n (0n, …, nr-1 (0n diferenční rovnice, 



c) dvojici komplexně sdružených kořenů (1 = a + bi = r (cos ( + isin (), (2 = a - bi 


    charakteristické rovnice odpovídá dvojice lineárně nezávislých řešení  rn cos n(, rn sin n( 

    diferenční rovnice. 

15.7.
Lineární diferenční rovnice s konstantními 


koeficienty

Věta (o partikulárním řešení lineární diferenční rovnice s konstantními koeficienty):


Nechť pravá strana qn diferenční rovnice 



y n+ k + p 1 y n+ k-1 + p 2 y n+ k-2 + … +  p k-1 y n+1 + p k y n = q n 


je rovna (n Ps(n), kde Ps(n) je polynom s-tého stupně. 


Potom je jedno partikulární řešení y PL (n) dané diferenční rovnice tvaru




y PL (n) = nr (n Qs(n),  


kde Qs (n) je vhodný polynom s-tého stupně a r = 0 (resp. r = j, kde j = 1, ..., k), pokud charakteristická 
rovnice příslušná k rovnici y n+ k + p 1 y n+ k-1 + p 2 y n+ k-2 +…+  p k-1 y n+1 + p k y n = 0 nemá (resp. má 
j-násobný) kořen (.

15.8.
Diference funkcí

Definice:  Nechť f je funkce jedné reálné proměnné definovaná v M, c ( M, h ( R takové, že c + h ( M.


      Potom číslo




( f(c)  =  f(c + h) - f(c)


      nazveme diference funkce f v bodě c s diferenčním krokem h.


      Jestliže existuje (f pro každé x ( M, nazveme (f diference funkce f.    
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13.1.
Konvergence v Er
Definice:  Krychlové okolí bodu A = [a1, a2,…,ar] (Er o polomeru ( ( O znacíme U(( (A) a definujeme jako 

      kartézský soucin okolí jednotlivých souradnic bodu A:



U(( (A) = (a1 – (, a1 + () ( (a2 – (, a2 + () ( ..... x (ar – (, ar + ().

Veta (o limite podle souradnic):


Uvažujme posloupnost bodu v prostoru Er:           (Xn) = X1, X2, X3,… a oznacme Xn = [x1n, x2n,…, xrn],                
A = [a1, a2,…,ar].


Potom posloupnost (Xn) konverguje k bodu A, práve když každá z r posloupností souradnic bodu Xn 
konverguje k odpovídající souradnici bodu A:



lim n (( ( Xn = A ( lim n (( ( xin = ai    pro všechna i = 1,2,…,r.

Definice:  Posloupnost (Xn) obsažená v Er se nazývá omezená, jestliže posloupnosti (xin) všech souradnic bodu Xn 
      jsou omezené. 

Veta (o omezenosti konvergentních posloupností v Er):


Každá konvergentní posloupnost v Er je omezená. 

Veta (o existenci vybrané posloupnosti v Er ):


Z každé omezené posloupnosti v Er lze vybrat posloupnost konvergentní.

Veta (o ekvivalenci krychlových a kulových okolí):


Posloupnost (Xn) v prostoru Er konverguje k bodu A nezávisle na tom, zda v prostoru Er uvažujeme krychlová 
ci kulová okolí.

Veta (o konvergenci podle vzdálenosti):


Posloupnost (Xn) v prostoru Er konverguje k bodu A, práve když posloupnost vzdáleností mezi Xn a A 
konverguje k nule:




lim n (( ( Xn = A ( lim n (( ( ( Xn - A (= 0.

13.2.
Množiny v Er (topologické pojmy v Er)

Definice:  Uvažujeme množinu M ( Er. 

                   Bod C(Er se nazývá



(1) vnitrní bod množiny M, pokud alespon jedno jeho okolí je podmnožinou množiny M,



(2) hranicní bod množiny M, pokud každé jeho okolí obsahuje alespon jeden bod množiny M, a 

      soucasne alespon jeden bod nepatrící do množiny M,



(3) vnejší bod množiny M, jestliže alespon jedno jeho okolí neobsahuje žádný bod množiny M.
 
Množina vnitrních bodu množiny M se nazývá vnitrek množiny M a znací se vn M. 


Množina hranicních bodu množiny M se nazývá hranice množiny M a znací se hr M.

Definice:  Je dána množina M ( Er. 


      Tato množina se nazývá:



(1) otevrená v Er, jestliže neobsahuje žádný svuj hranicní bod,



(2) uzavrená v Er, jestliže obsahuje celou svou hranici,



(3) omezená, jestliže množiny všech jejích souradnic jsou omezené,



(4) kompaktní, pokud je soucasne omezená a uzavrená. 

Veta (o konvergenci v uzavrené množine):


Množina M je uzavrená v Er, práve když obsahuje s každou konvergentní posloupností (Xn) i její limitu A.

Veta (o vybrané posloupnosti v kompaktní množine):


Množina M je kompaktní v Er, práve když z každé posloupnosti obsažené v M lze vybrat posloupnost 
konvergentní v M.

13.3.
Zobrazení typu (r,s)

Definice:  Zobrazením typu (r, s) rozumíme zobrazení 




f: A ( Er (( Es. 

13.4.
Spojitost a limita zobrazení typu (r,s)

Definice:  Rekneme, že zobrazení f typu (r, s) je spojité v bode C ( D(f), platí-li pro všechny posloupnosti (Xn) 
      obsažené v D(f) implikace




 Xn (( C    (    f(Xn)  (( f(C). 

Veta (o spojitých souradnicích zobrazení typu (r,s)):


Zobrazení typu (r, s) je spojité v daném bode tehdy a jen tehdy, jsou-li v tomto bode spojité všechny jeho 
souradnice.

Definice:  Uvažujme zobrazení f typu (r, s) a bod C ( Er, který je hromadným bodem definicního oboru D(f). 
    
      Rekneme, že zobrazení f má v tomto bode limitu A ( Es a znacíme lim X (( C f(X) = A, platí-li pro 
  
      všechny posloupnosti (Xn) obsažené v D(f) implikace




(Xn (( C) ( (Xn ( C)   (   f(Xn) (( A. 

Veta (o limite souradnic zobrazení typu (r,s):


Zobrazení typu (r, s) má v daném bode limitu tehdy a jen tehdy, mají-li v tomto bode limitu všechny jeho 
souradnice a platí



 lim X (( C ((1(X), (2(X),…, (s(X)( = (lim X (( C (1(X), lim X (( C (2(X),…, lim X (( C (s(X)(,


pokud alespon jedna strana vzorce existuje.

Veta (o spojitém obrazu kompaktní množiny):


Spojité zobrazení zobrazuje kompaktní množinu na kompaktní množinu. 

13.5.
Reálné funkce r reálných promenných

Definice:  Zobrazení typu (r,1) se nazývá reálná funkce r reálných promenných nebo strucne funkce r 
  
      promenných.

Definice:  Grafem funkce f o r promenných rozumíme množinu bodu (x1,x2,…,xr+1( vyhovujících rovnici 


      xr+1 = f(x1,x2,…,xr), pricemž body (x1,x2,…,xr( patrí do definicního oboru funkce f:



     graf f =def ((x1,x2,…,xr+1(; xr+1 = f(x1,x2,…,xr) ( (x1,x2,…,xr( (D(f)(. 

Definice:  Uvažujme funkci f o r promenných. Snížením nebo zvýšením poctu promenných pri zachování funkcního 
     predpisu vznikne funkce, která se nazývá zúžení resp. rozšírení funkce f. 

Definice:  Každá funkce r promenných, která vznikne ze základních funkcí konecným poctem operací scítání, 
  
      odcítání, násobení, delení, skládání a rozširování, se nazývá elementární funkce r promenných.

Veta (o spojitosti zúžení a rozšírení):


Zúžení a rozšírení spojité funkce je spojitá funkce. 

Veta (o spojitosti elementárních funkcí r promenných):


Všechny elementární funkce r promenných jsou spojité ve svém definicním oboru (tzn. v každém bode svého 
definicního oboru). 

13.6.
Parciální derivace

Definice:  Uvažujme funkci f(x1,x2,…,xr) a bod C = (c1,c2,…,cr((D(f). Uvažujme zúžení funkce f, funkci gi jedné 
      promenné danou predpisem




gi (xi) = f(c1,c2,…,ci-1,xi,ci+1,…,cr). 

     
      Potom derivaci g´i (xi) v bode ci nazveme parciální derivace funkce f podle promenné xi v bode C = 
      (c1,c2,…,cr( a znacíme (if(C). 

Definice:  Derivací funkce f v bode C = (c1,c2,…,cr( rozumíme vektor




f´(C) = ((1f(C), (2f(C),…, (rf(C))


      vlastních parciálních derivací této funkce v bode C. 

13.7.
Hladké funkce a diferenciál

Definice:  Predpokládejme, že funkce f má derivaci f´ v okolí bodu C. 


      Pak funkce f se nazývá hladká v bode C, jestliže všechny její parciální derivace jsou v bode C spojité. 
      Funkce f se nazývá hladká v množine M, pokud je hladká ve všech bodech této množiny.

Veta (o prírustku funkce):


Jestliže je funkce v bode C hladká, potom



f(C+h) – f(C) = (1f(C).h1 + (2f(C).h2 + …+ (rf(C).hr + ( (h), 


kde 







lim(h (((o   ( (h ) (= 0. 



          

    ((h((
Veta (o spojitosti hladké funkce):


Funkce hladká v daném bode je v tomto bode spojitá. 

Definice:  Necht funkce f je hladká v bode C. 


      Pak nadrovina v Er+1 o rovnici 



y = f(C) + (1f(C).(x1 - c1) + (2f(C).(x2 - c2) + … + (rf(C).(xr - cr)


      se nazývá tecná nadrovina ke grafu funkce f v bode C. 

Veta (o existenci tecné nadroviny):


Funkce hladká v bode C má v tomto bode tecnou nadrovinu. 

Definice:  Necht funkce f je v bode C hladká. 


      Skalární soucin prírustkového vektoru h a derivace funkce f v bode C (vektoru parciálních derivací) se 
      znací df(C) a nazývá se (totální) diferenciál funkce f v bode C: 




df(C) = f´(C) *(h = (r i = 1  (i f(C) * hi.

13.8.
Derivace složené funkce

Definice:  Derivací zobrazení g typu (1,r) daného predpisem 




(g(t) = (g1(t), g2(t),…, gr(t)) 


      rozumíme vektor vlastních derivací jednotlivých souradnic tohoto zobrazení 




(g´(t) = (g1´(t), g2´(t),…, gr´(t)). 

Veta (o derivaci složené funkce):


Necht 


(1) zobrazení(g(t) = (g1(t), g2(t),…, gr(t)) typu (1,r) má derivaci(g´(t),


(2) f je funkce r promenných hladká v bode X = (g1(t), g2(t),…, gr(t)(. 


Potom složené zobrazení F = f ((g( dané predpisem



y = F(t) = f (g(t)) = f (g1(t), g2(t),…, gr(t)) 


má derivaci rovnou skalárnímu soucinu vektoru parciálních derivací funkce f a vektoru derivací složek 
zobrazení (g: 



F´(t) = f ´(X).(g´(t) = (1f(X).g1´(t) + (2f(X).g2´(t) +…+ (rf(X).gr´(t), 


kde po stanovení parciálních derivací dosadíme za X hodnotu (g1(t), g2(t),…, gr(t)(. 

Definice:  Derivací zobrazení (r, s) f typu (r,s) daného predpisem



(r, s) f (x1,x2,…,xr) =  ((1 (x1,x2,…,xr), (2 (x1,x2,…,xr),…, (s (x1,x2,…,xr)( 


      rozumíme matici Jf (X) typu (s,r) 




Jf (X) =  (1 (1, (2 (1, …, (r(1 





  (1 (2, (2 (2, ...., (r(2




  ..............................





  (1 (s, (2 (s, …, (r (s.

13.9.
Implicitne definované funkce

Definice:  Uvažujeme rovnici F(x,y) = 0; množinu bodu (x,y( vyhovujících této rovnici oznacme M. 


      Ríkáme, že daná rovnice definuje nebo popisuje implicitrne funkci f v okolí bodu P0 = (x0,y0(, jestliže 
      ke každému x1 v urcitém okolí bodu x0 existuje práve jedno y1 v urcitém okolí bodu y0 tak, že







F(x1,y1) = 0. 


      Funkce f definovaná jako množina všech usporádaných dvojic (x1,y1) s výše uvedenou vlastností se nazývá 
      implicitní funkce definovaná rovnicí F(x,y) = 0. 

Veta (o existenci implicitní funkce):


Uvažujme rovnici F(x,y) = 0. Množinu rešení této rovnice oznacme M. 


Necht


(1) bod P0 = (x0,y0( ( M,


(2) funkce F je hladká v okolí bodu P0, 


(3) (y F (P0) ( 0. 


Pak 


  (I) rovnice F(x,y) = 0 popisuje v urcitém okolí bodu P0 implictní funkci f, pricemž 


 (II) f je spojitá v okolí bodu x0 a 


(III) v tomto okolí má spojitou derivaci





    (x  F(x,y)




f´(x) =  ( ------------ , kde y probíhá hodnoty implicitní funkce f.





    (y F(x,y)

Veta (o existenci implicitní funkce promenné y):


Uvažujme rovnici F(x,y) = 0. Množinu rešení této rovnice oznacme M. 


Necht 


(1) bod P0 = (x0,y0( ( M,


(2) funkce F je hladká v okolí bodu P0, 


(3) (x F(P0) ( 0. 


Pak 


  (I) rovnice F(x,y) = 0 popisuje v urcitém okolí bodu P0 implicitní funkci ( promenné y, pricemž 


 (II) ( je spojitá v okolí bodu y0 a 


(III) v tomto okolí má spojitou derivaci 


    


    (yF(x,y)




(´(x) =  ( ----------- , kde x probíhá hodnoty implicitní funkce (.





    (xF(x,y)

Veta (o implicitní funkci více promenných): 


Uvažujme rovnici F(x1,x2,…,xr,y) = 0. Množinu rešení této rovnice oznacme M. 


Necht 


(1) bod P0 = (0x1, 0x2, …, 0xr, 0y( ( M, 


(2) funkce F je hladká v okolí bodu P0,


(3) (y F(P0) ( 0. 


Pak 


 (I) rovnice F(x1,x2,…,xr,y ) = 0 popisuje v urcitém okolí bodu P0 implicní funkci f prom. x1, x2, …,xr, pricemž


(II) f je spojitá v okolí bodu (0x1,0x2,…,0xr( a 

            (III) v tomto okolí má spojité parciální derivace




   (xk F(x1,x2,…,xr,y)



(x k f =  ( ----------------------    pro všechna k = 1, 2, …, r,   kde y  probíhá hodnoty implicitní funkce f.




   (yF(x1,x2,…,xr,y)

13.10.
Vyšší parciální derivace

Definice:  Uvažujme funkci f o r promenných. 


      Druhou parciální derivací funkce f podle i-té a j-té promenné rozumíme funkci o r promenných 
   
      definovanou vztahem 






(ij f =  ( j ((i f).

Definice:  Rekneme, že f-ce f je v bode X hladká druhého rádu, jestliže všechny její druhé parciální derivace 
  
      existují v urcitém okolí X a jsou spojité v X.

Veta (o zámene poradí derivování):


Necht funkce f je v bode X hladká 2. rádu. 


Potom matice Hf  jejích druhých parciálních derivací




Hf =   (11f, (12f, ..., (1rf




          (21f, (22f, ..., (2rf




          ..........................

                                                (r1f, (r2f, ..., (rrf


je v bode x symetrická, tj. platí




(ij f(X) = ( ji f(X)     pro všechna  i,j = 1, …, r.

Definice:  Jestliže funkce f je v bode X hladká 2. rádu, 


      potom diferenciál druhého rádu funkce f v bode X definujeme rovností 






d2 f(X) = d (df(X)).

Veta (Tayloruv rozvoj funkce více promenných):


Necht funkce f je v urcitém okolí bodu A hladká rádu n + 1. 


Pak pro všechna X v tomto okolí platí



 f(X)= f(A) + df(A) / 1! + d2f(A) / 2! +…+ dnf(A) / n! + dn+1f(A*) / (n+1)!,


kde bod A* = A+ (h, ( ( (0,1) je neznámý pevný bod uvnitr úsecky AX.

13.11.
Extrémy funkcí r promenných

Definice:  Rekneme, že v bode C ( M ( D(f) nastává maximum funkce f vzhledem k množine M, platí-li pro 
      všechna X ( M         f(X) ( f(C) , 


      a znacíme maxM f(X) = f(C).


      Rekneme, že v bode C ( M ( D(f) nastává minimum funkce f vzhledem k množine M, platí-li pro 
      všechna X ( M         f(X) ( f(C) ,


      a znacíme minM f(X) = f(C).


      Maximum a minimum funkce f souhrnne nazýváme extrémy funkce f.

Veta (nutná podmínka extrému - NP extrému):


Jestliže funkce f o r promenných má ve vnitrním bode C svého definicního oboru extrém, 


pak pro každé i = 1, …, r   platí:




 (i f(C) = 0 nebo (i f(C) neexistuje.

13.12.
Lokální extrémy

Veta (postacující podmínka pro lokální extrém - PPLE):


Jestliže ve vnitrním bode C ( D(f)  platí


(1) f´(C) =(o, 


(2) f je v jistém okolí bodu C hladká 2. rádu, 


(3) kvadratická forma d2f(C) je 



(a) pozitivne definitní, 



(b) negativne definitní, 



(c) indefinitní, 


     pak v bode C nastává 



(a) lokální minimum, 



(b) lokální maximum, 



(c) sedlo funkce f.

13.13.
Globální extrémy spojitých funkcí na kompaktních 

množinách

Veta (zobecnená Weierstrassova):


Spojitá reálná funkce definovaná na neprázdné kompaktní množine nabývá na této množine svého maxima a 
minima.

Veta (o extrémech lineární funkce na konvexním polyedru):


Lineání funkce definovaná na konvexním polyedru nabývá svého maxima a minima v nekterých vrcholech 
tohoto polyedru.

13.14.
Vázané extrémy spojitých funkcí na kompaktních 

množinách

Definice:  Necht M ( Er  je množina bodu X vyhovujících soustave rovnic



 g1(X) = 0, …, gk (X) = 0,    kde k < r, 


      pak extrém funkce f vzhledem k množine M ( D(f) se nazývá vázaný extrém funkce f vzhledem k vazbe 
      M. Rovnice g1(X) = 0, …, gk (X) = 0 se nazývají vazební rovnice.

Veta (nutná podmínka vázaného extrému - NPVE):


Necht 


   (1) funkce f o r promenných má v bode C vázaný extrém vzhledem k vazbe dané rovnicemi g1(X) = 0, …,        
         gr-1 (X) = 0,


   (2) funkce f, g1,…,gr-1  jsou v okolí bodu C hladké, 


potom platí, že Jakobiho determinant



 Jf, gr,…,gr-1(X) =    (1f,     (2f,     .....,     (rf





   (1g1,   (2g1,   .....,    (rg1




   ....................................





   (1gr-1, (2gr-1,  ....., (rgr-1


je v bode C roven nule.

Veta (o Lagrangeových multiplikátorech):


viz. kniha 2 - strana 273

13.15.
Lokální vázané extrémy

Definice:  Uvažujme funkci f o r promenných vzhledem k vazbe dané rovnicemi 


      

g1 (X) = 0, …, gk (X) = 0, kde k < r. 


      Existuje-li okolí U( (C) ( D(f) tak, že v bode C nastává extrém funkce f vzhledem k pruniku tohoto okolí 
      a vazby, hovoríme o lokálním vázaném extrému funkce f.

Veta (postacující podmínka lokálního vázaného extrému - PPLVE):


Necht 


   (1) funkce r promenných  f, g1, g2,…, gk, kde k < r jsou hladké 2. rádu v okolí bodu C,


   (2) Lagrangeova funkce L(X) = f(X) + (1 g1(X) + (2 g2(X) +…+ (k gk(X) 

 
         má v bode C lokální maximum, resp. minimum, 


potom funkce f má v bode C lokální vázané maximum, resp. minimum vzhledem k vazbe dané rovnicemi 
  
g1(X) = 0, …, gk(X) = 0.
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