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Predmluva k prvnimu vydani

Tento text vznikl na zakladé semestralnich prednasek konanych v letech 1991 az 1993
na fakulté informatiky a statistiky Vysoké skoly ekonomické (obor informatika) a na
filozofické fakulté Karlovy univerzity v Praze (obor védecko-technické informace a kni-
hovnictvi). Pro zpracovani do soucasné podoby byl text doplnén pasazemi, které nava-
zuji na tradi¢ni vyklad predikatové logiky a vytvareji nezbytné zazemi pro predméty
logické programovadni, expertni systémy a teorie raciondlniho usuzovdni. Hlavnim ci-
lem je ovSem vylozit zakladni pojmy logiky, ukazat, jak logika pfispiva k pochopeni
vystavby zejména deduktivnich disciplin a tim prispét ke zlepSeni kultury mysleni i
vyjadrovani.

Tématem textu je logika. Podtitul fika, Ze jde o logiku forméalni. Forméalni znamena,
ze logiku, tak jak ji zde chidpeme (tj. v Aristotelské tradici), nezajiméa obsah tvrzeni,
ale jejich forma a vzajemné vztahy, predev§im vztah vyplyvani. Vyklad je vSak ve-
den neforméalné, coz znamend mj., ze se sice budeme casto odvolavat na intuitivné
znamé pojmy, ale nebudeme predpokladat zadné predbézné znalosti. Zejména se ne-
predpokladaji zadné specidlni znalosti z matematiky, pouze nékolik intuitivné dobte
srozumitelnych pojmii z teorie mnozin, se kterymi je ¢tenar dostateéné obeznamen jiz
na stiedni Skole. Pro ctenare, ktery by si potifeboval tyto zakladni pojmy osvézit, je
pripojen dodatek.

Podtitul této publikace ale téz 7ik4, ze jde o zaklady logiky. Termin zdklady je zde pouzit
predevsim ve smyslu anglického elements, 1 kdyz, zejména pii vykladu neklasickych
logik, je mozno jej nékdy chéapat i ve smyslu anglického foundations. Elementy logiky,
jak je v soucasné dobé obvyklé, obsahuji vyklad vyrokové a predikatové logiky, nebo
jinak, teorii nultého a prvniho fadu. Toho jsme se pfidrzeli i my. Nas vyklad je ovSem
rozsiten o dal$i témata, ktera jsou nezbytnym predpokladem studia dalSich predméti,
nejen téch jmenovanych vyse.

Skriptum je urceno predevsim pro studenty informatiky, kteii zamysleji studovat hlavni
specializaci informac¢ni a znalostni inZenyrstvi. Autor vSak doufa, Zze bude vhodnou
ucebni pomiickou pro posluchace vSech ostatnich obori. Neni to text, ktery by beze
zbytku pokryval vSechna témata, o nichz je fe¢. Mél by ale umoznit studentovi opros-
tit se od detailniho zapisovani prednasek, a tim ziskat moznost soustfedéné sledovat
vyklad. Predkladany text je prvni verzi, kterd bude postupné prepracovavana v za-
myslenou rozsahlejsi knizni publikaci. Autor bude proto ¢tenafri vdécény za jakoukoli
pripominku ke zlepSeni textu.

Jen tézko budeme hledat nékoho, kdo by popiral, Ze je dulezité (zejména ve védé)
umét usuzovat logicky. Snad jen vyjimecné potkate clovéka, ktery priznd, Ze neumi
logicky myslet. Ze zkuSenosti vime, ze lidé v jednoduchych béznych situacich spon-
tanné logicky uvazuji, avSak na druhé strané neni obtizné nalézt situace, kdy si nevime



rady. Proto se budeme snazit ukazat, Ze systematické studium logiky miize byt znac-
nym piinosem. Mnozi lidé se vSak studia logiky obavaji, nejc¢astéji je odrazuje pravé
formalni stranka logiky spojend casto s pouzivanim mnoha symboli, za nimiz laik
predpoklada néco nesrozumitelného, odtazitého, vzdaleného prirozenému vyjadiovani
a usuzovani. Chceme tyto obavy rozptylit. Symbolickym vyrazim se ovSem nebudeme
vyhybat, avSak ne proto, abychom vytvorili zdani védeckosti, ale spiS proto, abychom
se vyjadtfovali Gisporné, presné a prehledné.

Autor je zavazan obéma recenzentiim, RNDr. Kamile Bendové, CSc. (Katedra logiky
FF UK) a doc. RNDr. Janu Coufalovi, CSc. (Katedra matematiky FIS VSE) za pe¢livé
precteni textu, za pomoc pii odstranovani ¢etnych nedopatieni, ale predevsim za cenné
pripominky, ndméty a diskuse vedouci ke zlepsSeni textu. Podékovani ovSem patii i stu-
dentum, ktefi v letnim semestru 1993 tspésné pracovali s netiplnym textem a nepifimo
se podileli na jeho vzniku.

Petr Jirku, cerven 1993



Predmluva ke druhému vydani

Po nékolikaleté zkusenosti s vyukou logiky ruznych typl posluchac¢i jsme s kolegyni
Jifinou Vejnarovou pfistoupili k doplnéni a z vétsi ¢asti prepracovani predkladaného
ucebniho textu zdkladniho kurzu.

Co se zménilo predevsim. Samoziejmé, Ze jsme odstranili néktera nedopatieni a drobné
na to, aby text byl vybaven dostate¢nym mnozstvim piikladu a cviceni. Po téch studenti
vzdycky opravnéné volaji. A konec¢né, doplnili jsme néktera témata, ktera se ukazala
aktudlni.

Za peclivé preCteni a cenné pripominky jsou oba autori druhého vydani tentokrat
zavazani recenzentum emeritnimu doc. PhDr. Zdenku Zastavkovi, CSc. (Katedra logiky
FF UK) a doc. RNDr. Janu Coufalovi, CSc. (Katedra matematiky FIS VSE).

Petr Jirki a Jirina Vejnarovd, leden 2000

1Za vSechny je oviem odpovédny prvni autor.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Co je formalni logika

Logiku je obvyklé charakterizovat jako analyzu metod lidského mysleni ¢i uvazovani,
coz odpovida i etymologii slova logika. Casto také slovo logika slychdme s riznymi
privlastky, mluvi se o formalni logice, matematické logice, symbolické logice, ale také
o intuicionistické logice, modalnich logikach, vicehodnotovych logikach, pravdépodob-
nostni logice, deontické logice a mnoha dalSich. Termin logika se casto vyskytuje i
v bézné Teci v rozmanitych slovnich spojenich jako to nemd Zddnou logiku, neiprosnd
logika vyjvoje, Zenskd logika, logika véci vyZaduje, aby ... apod.

Odkud termin logika vlastné pochézi? Evangelista sv. Jan v prvnim versi prvni kapitoly
pravi, ze na poc¢atku bylo Slovo (fecky Aoyos), tedy jazyk, mysleni, uvaZovéni, ale téz
rad véci. Logik si v této souvislosti klade otazku, jak tento rad uchopit, co je to pravda,
co je z pravdivych tvrzeni odvoditelné a popiipadé, jak obtizné je disledky odvodit.
Logické odvozovani se odehrava v jazyce. Kazda védni disciplina si vytvaii svij jazyk,
ma svoje pojmy a tedy i svoji logiku. Nékteré pojmy jsou transdisciplinarni, jsou spo-
leéné vsem védnim disciplinam, i kazdodennimu usuzovani. Aristoteles nas naudil, Ze
jedny vyroky souviseji s jinymi, jsou dusledky jinych, dokonce, Ze celé mnoziny vyroku
souviseji s jinymi mnozinami vyroku. Jsou dva zpusoby, jak se dovédét néco o prav-
divosti vyroku a korektnosti tvrzeni: evidence a rozum. Mame dat prednost evidenci
anebo rozumu? Logika strani rozumu, ale jen do urcité miry. Zda se, ze logické dukazy
jsou redukovany na posloupnosti evidenci. ”Cim vice zakonii logiky zndme”, ¥ik4 Petr
Vopénka v Rozpravach s geometrii, ” tim vice miizeme rozum vytlacit z pfimého rozho-
dovani o spravnosti ivah, které jsme v mysleni vykonali. Staci se totiz podivat, zda se
takova ivaha zdkony logiky ¥idi. Spravnost takové iivahy jiz jen evidujeme, a ovéfime-li
takto jeji spravnost, neni jiz potfebné zkoumat ji rozumem.” Pro ¢lovéka to vSak méa
opét své meze. VZdy jsme schopni jen nepatrného poc¢tu evidenci. Napiiklad iterované

11



12 KAPITOLA 1. UVOD

aplikace pravidel odvozovani jsou ustupkem, ktery sice ¢inime ve prospéch rozumu
(dlouhé dikazy rozhodné nejsou evidentni), ale vidy se ochotné vracime k evidencim.
V této souvislosti se naskyta otazka, zda stejné meze mé i stroj. At tak ¢i onak, jako
hledaci duvodu a dusledki nardzime jednak na své vlastni omezeni jednak na skutec-
nost, ze svét se neustdle méni. Logika, odkdzand ndm Aristotelem a v tomto stoleti
rozvijend v prostfedi matematiky a zahledéna do zdkladi matematiky, vyzdvihnuvsi
statickou stranku relace odvoditelnosti, se v soucasné dobé snazi postihnout i dyna-
miku usuzovani, tj. nalézt racionalni prostfedky charakterizujici zmény epistemickych
stavi.

Zkoumame-li néjakou, tfeba matematickou strukturu, postupujeme casto tak, ze formu-
lujeme tvrzeni o této strukture, kterd jsou, feknéme, evidentni a ktera tuto strukturu
pokud mozno co nejlépe vystihuji. Pak se na zékladé jistych pravidel usuzovani snazime
odvodit dalsi netrividlni tvrzeni o zkoumané struktute. Vytvarime kalkul. Tato struk-
tura muze byt ovSem ”"modelem” néjaké redlné struktury. (Formalni) kalkul pouzivame
vzdy, kdyz chceme ”vypocitat” to, co neni ve strukture evidentni. Mezi klasické, nejlépe
podet (oznaceni vyrokova a predikatova logika budeme pouzivat jako synonyma), jimz
vénujeme nejvice mista (kap. 2 a 3), zminime se ovSem i o tzv. neklasickych logikach,
o duvodech jejich vzniku a samoziejmé o piimych i nepfimych aplikacich (kap. 5). Dy-
namikou epistemickych stavu se pak budeme zabyvat v kap. 6. To uz je oblast, ktera
podle nékterych do logiky nepatii, protoze usudky nezachovavaji pravdivost. AvSak
v piivodnim pojeti je logika pfedmétem, ktery se zabyva nejen relaci odvoditelnosti ¢i
dokazatelnosti, ale téz postupy jak spravné argumetovat. To navic zavani psychologii,
uvahami o otazkach strategie a taktiky argumentace. Kdysi byla do logiky dokonce za-
hrnovéna napft. i rétorika. V naSem planu se vSak témito otdzkami nebudeme zabyvat,
i kdyz jde jisté o zajimava témata. Budeme se starat spiSe o formalni a strukturalni
vlastnosti tsudka.

Jestlize v8ak zac¢iname hovotit o forméalnich vlastnostech mysleni ¢i v uz§im slova smyslu
usuzovani, je tfeba hned na pocatku ¥ici, ze oznaceni formdini ¢i symbolickd logika ne-
znamena, ze jde o néjaké postupy, které jsou jen pro zasvécené. Logika neni formalni
proto, Ze pracuje se symboly, které by mély néjaky tajemny vyznam, je forméalni proto,
7e ji nezajima obsah nasich sdéleni, ale Ze na zakladé formy tGsudku odvozujeme jejich
korektnost. Formalni zkoumani jakéhokoli skute¢ného objektu a jeho vztahu k jinym
objektim spociva v odpovidajici abstraktni a idealizované charakterizaci tohoto ob-
jektu a vztahtu k jinym objektim ¢&i strukturdam. Muzeme tedy fici, ze v logice misto
samotného procesu mysleni zkoumame jazyk, nebo, jak jesté nékolikrat uvidime, ja-
kousi formalizovanou, obvykle drasticky zjednodusenou verzi kazdodenniho jazyka, ¢i
posloupnosti vypovédi o vnéjsim svété. Predmétem zkouméani vSak neni vztah vnéjsiho
svéta a nasi pripadné formalizace. Budeme se samoziejmé vénovat otazkdm interpre-
tace vypovédi v SirSim kontextu, ale prevazné si budeme klast otazky, zda to, co je
z hlediska logiky nezbytné, je nezbytné i mimo tento kontext.
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Jesté k terminu matematickd logika. Tento termin je casto pouzivan jako dalsi al-
ternativa pro oznaceni formalni ¢i symbolické logiky. Presto jej lze chapat ve dvou
vyznamech. Bud se tim chce vyjadfit, Zze pro zkouméani logickych pojmu jsou pouzi-
vany matematické prostfedky (coz budeme €init i my), anebo ze zkouméani logickych
systému je zaméreno do zakladu matematiky. My se samoziejmé budeme zabyvat spise
témi aspekty logiky, které nejsou tak striktné svazany s matematikou samotnou, a které
maji obecnéjsi metodologicky dosah. Brzy ale bude ziejmé, ze je dost obtizné rozlisit,
co je primarni, zda matematika ¢i logika. To je déno jednak tim, ze z historického
hlediska to byla pravé matematika, ktera prinasela a stale pfinasi podnéty pro rozvoj
logickych zkoumani, a jednak tim, zZe snaha vybudovat pro matematiku pevné zaklady
si vyzadala precizovat logické pojmy. Z tohoto pohledu se ndm muze jevit vztah mate-
matiky a logiky jako uzavieny kruh, v kazdém ptipadé je to kruh zna¢né metodologické
hodnoty.

1.1.1 Poznamka o vyvoji logiky

Logika byla s matematickym néhledem spojovana uz od dob, kdy sama matematika
zacala byt chapana jako védecka disciplina. Thales Milétsky byl uz v 6. stoleti pred
nasSim letopoctem nejen skvélym geometrem, ale uvédomoval si, Zze dobré poznatky je
tfeba zduvodnovat. Ale ne kazdy divod je dobry. Logicky uvazovat znamena, mimo
jiné, hledat racionalni argumenty.

Aristotelska logika. Aristotelés je vSeobecné povazovan za zakladatele logiky a bez nad-
sazky muzeme Fici, Ze logiky formalni. Formalni v tom smyslu, jak jsme o tom hovortili
uz v predchozim odstavci a jak formalni logiku de facto chapeme dnes. Aristotelés
prinesl logice pojem sylogismu a podrobné jej prozkoumal. Sylogistika se pak stala
hlavnim tématem logickych zkoumani az do konce stfedovéku.

Eukleides pri vytvareni zdkladnich piliti geometrie nds naucil axiomatické metodé,
kterd sehrala vyznamnou tlohu o dva tisice let pozdéji pti hledani axiomiu teorie mnozin
jez se stala dilezitym prizmatem, jimz nahlizime moderni matematiku.

Dalsim obdobim, jehoz pocatek je obvykle datovan velmi presné rokem 1662, kdy Ni-
cole Arnauld vydal dilo La logic ou l’art de penser (Logika, ¢ili uméni myslet) a které je
nékdy nazyvano Logika z Port-Royal, kdy prevladaji otazky epistemologické a psycho-
logické. Lze vytusit, ze to bylo pro rozvoj logiky obdobi nejméné plodné, v nékterych
aspektech obcas dokonce i zavadéjici. Az opét navrat k matematickému zazemi logiky,
ktery je spojem se jmény Gerge Boolea, Johna Venna a dalsich, ddva podnét ke vzniku
toho, co dnes obvykle nazyvame klasickou vyrokovou logikou. Tieti, pro logiku velmi
vyznamné obdobi je zrod predikdtové logiky, dilo ¢lovéka, ktery se narodil pred 150ti
lety, tj. v roce, kdy v Praze zemfel jiny velikan, ktery vyznamné ovlivnil na$ pohled na
logiku a matematiku — Bernard Bolzano. Gottlobu Fregovi vdécime za predikatovou
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logiku, ktera se pro nas stala jednim z nejvyznamnéjsich nastroju studia racionalni ar-
gumentace. Je to nas hlavni nastroj pro formulovani teorii i pro analyzu jejich logické
struktury.

Dvacaté stoleti pak pfineslo nebyvaly rozvoj logiky zpocatku zejména pravé pii zkou-
méani zékladu matematiky. Opét to byly paradoxy (Russelluv, Bourali-Fortiho a dalsi),
které se na prelomu 19. a 20. stoleti objevily pfi budovani teorie mnozin, jejiz intuitivni
zaklady polozili Bernard Bolzano a Georg Cantor. Bertrand Russell pak obohatil logiku
o teorii typu, David Hilbert vytvofil program formalizace, jimz chtél zabezpecit v té
dobé skrze paradoxy ponékud zpochybnéné zaklady matematiky samotné. Kurt Godel
ale ve tficatych letech zretelné ukdzal na vnitini meze programu formalizace. Druhd
polovina 20. stoleti je ve znameni digitalizace, coz pro logiku mj. znamend obrat k al-
goritmizaci, k vycislitelnosti a posléze k otazkam slozitosti vypoc¢tovych procesu. Allan
Turing podal rigorézni, tj. formalni charakteristiku vypoctového zarizeni, které je po
ném nazvano Turingiv stroj, a polozil otdzku moznosti umélé inteligence.

Vyvoj logiky byl v poslednich dvou mileniich nejen bohaty, ale ¢asto i dramaticky.
Ctenére, ktery by se zajimal podrobnéji o historii logiky od Aristotela az do poloviny
20. stoleti odkazujeme na reprezentativni dilo manzeli Knealovych The Development
of Logic [33]. Jak bude vyvoj logiky vypadat na samém zacatku tfetiho milenia lze
jen tézko odhadovat. Je vSak témér jisté, ze budou zkoumana nova témata, ktera se
budou tykat nejen novych pohledu na staré otazky, ale v kontextu vznikajici informacni
spolecnosti budeme Tesit nejen otazky, které se budou tykat nejen nasi performance,
ale téz otazky porozuméni nasi mysli.

1.1.2 Program

Nejprve standardnim zptusobem vylozime vgrokovou logiku a nejlépe prozkoumany lo-
gicky kalkul teorii prvniho fadu - predikdtovy kalkul. ' Uvidime, Ze klasickd predikatova
logika prvniho tadu, i kdyz velmi bohata a zajimava, pfece jen vyuziva znacné ome-
zenych vyjadiovacich prostiedki. Proto v dalsi kapitole budeme zkoumat alternativni
pristupy, tj. budeme se zabyvat napt. moddlnimi logikami, v nichZ nam pijde o ana-
Iyzu takovych jazykovych vyrazi (modalit) jako ”je mozné, ze ... ”je nutné ...“ a
vicehodnotovymsi logikams, tj. logikami s vice nez dvéma pravdivostnimi hodnotami,
abychom vyjadrili neurcitosti. V dalsi kapitole pak budeme uvazovat o metodach usu-
zovani, které se vymykaji béznému pozadavku kladenému na odvozovaci pravidla, tj.
pozadavku zachovani pravdivosti pfi odvozovani. Snadno se totiz presvédcéime, Ze se
v na$ich kazdodennich iivahach nevyhneme logicky nekorektnim tsudkim, abychom se
orientovali ve svété s netiplnymi informacemi ¢i informacemi ménicimi se v Case.

N&§ program tedy bude nésledujici: vyrokova logika, predikdtova logika, neklasické

! Terminy kalkul, pocet, logika budeme, pokud nebude nic jiného Feceno, zde chapat jako synonyma.
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logiky (vicehodnotové logiky, intuicionistické logika, modalni a popf. kondicionalni lo-
giky) a kone¢né logiky navrzené pro usuzovani s netiplnou a vagni informaci. Tato ¢ast
vykladu uz vlastné prekracuje elementarni kurs logiky a je pripravou pro dalsi speci-
alizované kursy. Nakonec se zminime téz o vztahu formalni logiky, filozofické logiky a
analytické filozofie, coz je ovSem jiz zcela samostatné téma, kterému bude tfeba vénovat
i samostatny text.

Text je doplnén stru¢nym prehledem vyznamnych svétovych logikl s odkazy na jejich
se zminime pouze o Casopisech. Ve svétovém méritku je v oboru logika nejvyznamnéj-
$im cCasopisem patrné The Journal of Symbolic Logic vydavany ¢tvrtletné mezinarodni
Asociaci symbolické logiky. U nas vychazel ¢sp. From the Logical Point of View vyda-
vany Akademii véd CR, bohuzel v roce 1995 vysel naposledy. Pravidelné se u nas pod

nazvem Logica konaji mezinarodni konference poradané oddélenim logiky Filozofického
tstavu AV CR.

Vyklad je veden volnou formou, vyznamnéjsi definice jsou zdiraznény, u vétSiny dulezi-
tych tvrzeni jsou podany nebo aspon naznaceny dukazy. Rozsah textu vSak nedovoluje
podat detailni diitkazy vSech tvrzeni, protoze by tim neimérné vzrostl rozsah pou-
zivaného technického aparatu. Autofi se vSak domnivaji, Ze Ctenar ziskd dostatecné
prostiedky, aby v ptfipadé hlubsiho z&djmu mohl samostatné ¢ist odbornou literaturu
o logice. Proto v nékterych pripadech odkazujeme na jiné dostupné publikace v ¢eském
jazyce, zejména na knihu [30].
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Kapitola 2

Vyrokova logika

2.1 Vyroky

Vyrokova logika (nékdy fikame téz vyjrokovy pocet nebo vjrokovy kalkul) se zabyva témi
formami usuzovani, u nichZ platnost zavéru nezavisi na smyslu ani na vnitini strukture
vyroku, ale vyhradné na pravdivosti ¢i nepravdivosti téchto vyroku.

Rozeberme nasledujici véty ¢eského jazyka, abychom porozuméli, co myslime vyrokem:

1. Gen je biologickd struktura.

2. Gen neni biologickd struktura.

3. Na Marsu je Zivot.

4. Ve vesmiru existuje Zivot 1 mimo Zemi.

5. Zivot je pravouhly.

6. Pravouhly Zivot je kdyz.
Citime, Ze mezi uvedenymi Sesti vypovédmi jsou napadné rozdily, ptame-li se na je-
jich pravdivost ¢i nepravdivost. Jisté se shodneme v tom, 7Ze véta 1) je pravdiva a
véta 2) je nepravdiva. Nic takového ale nemuzeme Fici o vétach 3) a 4), jimz pravdivost
nebo nepravdivost nejsme schopni prisoudit s jistotou. Co vSak mizeme konstatovat,
je fakt, 7e naSe mira pfesvédceni o pravdivosti véty 3) klesd, zatimco u véty 4) roste
diky napt. kosmickym vyzkumum. Véty 3) a 4) jsou pravdivé, nebo nepravdivé, ale

nase prostfedky, jak zjistit jejich pravdivostni hodnotu, nejsou dostateéné silné. Uplné
jinak je tomu u vét 5) a 6). Véta 6) neni dobie sestavend, jeji skladba neodpovida

17
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pravidlum skladby ¢eského jazyka, neméa tudiz smysl cokoli fikat o jeji pravdivosti ¢i
nepravdivosti. Véta 5) je sice gramaticky spravnd, avSak zjevné nesmyslna vzhledem
k vadnému pouziti predikatu pravotuhly. Zde rovnéz nema smysl uvazovat o jeji prav-
divosti ¢i nepravdivosti. Nékdy fikdme, Ze véta 6) odporuje syntaxi, zatimco véta 5)
sémantice ¢eského jazyka.!

V dalsim se budeme zabyvat vyhradné vypovédmi typu 1) az 4). Budeme je nazyvat
vyroky.

Definice 2.1.1 Vyrok je véta jazyka, které md smysl priradit pravdivostni hodnotu, 1j.
véta, o které md smysl vici, zda je pravdivd, ¢i nepravdiva.

To, zda je dany vyrok pravdivy ¢i nikoli, vSak pripadné nemusime pravé védét. Jak
zjistime pravdivostni hodnotu konkrétniho vyroku, to neni predmétem logiky, ale spe-
ciadlnich véd nebo jinych zkoumaéni.

2.2 Vyrokové spojky a slozené vyroky

Ve vyrokové logice se zajimame o to, jak pravdivost ¢i nepravdivost jednéch vyroku
souvisi s pravdivosti ¢i nepravdivosti jinych vyroku. Chceme védét, za jakych pod-
minek muzeme z pravdivosti jednéch vyroku usuzovat na pravdivost jinych vyroku.
Nejprve si vSak vSimneme, Ze z danych vyroku muzeme v jazyce skladat sloZené vyroky
(nékdy nazyvané sentence). Tak napft. z vyroki 1) a 3) vytvofime spojkou nebo novy
vyrok: Gen je biologickd struktura nebo na Marsu je Zivot. V tomto jednoduchém pii-
padé je ziejmé, ze vzhledem k tomu, Ze prvni vyrok je pravdivy, je i vysledny slozeny
vyrok pravdivy. To je vlastnost spojky nebo.? Pfirozeny jazyk disponuje jesté dalsimi
spojkami, které umoznuji vytvaret slozené vyroky a které maji tu vlastnost, ze pravdi-
vost ¢i nepravdivost vysledného vyroku je uréena pravdivostnimi hodnotami puvodnich
vyroki. O takovych spojkiach nékdy rikame, Ze jsou extenziondlni. K extenzionalnim
spojkdm patii vedle spojky ... nebo ... takové vyrazy jazyka jako

.a...,
jestlize ..., pak ...,

... je ekvivalentni . . .,

1Je oviem tfeba poznamenat, ze v b&zné komunikaci pouZivime &asto jen neaplnjch Sasti vét
pfirozeného jazyka, rozhovor jen ziidka probiha v celych vétach, a pfitom si vétSinou rozumime. To
je ale jina otazka. Zde budeme uvazovat o jazykovych vyrazech, které je mozno povazovat za véty
jazyka.

2Je samoziejmé jedno, je-li pravdivy prvni & druhy vyrok.
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neni pravda, Ze ...

apod. Pro logické vyrokové spojky muzeme sestavit defini¢ni tabulky, které urcuji prav-
divostni hodnoty sloZenych vyroki. Muzeme je v jistém smyslu povazovat za definice
extenzionalnich vyrokovych spojek.

Oznac¢ime-li symbolem 1 pravdivostni hodnotu pravda a symbolem 0 pravdivostni hod-
notu nepravda, budou defini¢ni tabulky pro dobie znamé logické spojky vypadat takto:

Jednomistna spojka, kterou nazveme negace a ozna¢ime symbolem —.

V|V
110
0] 1

Dvoumistné spojky konjunkce, disjunkce, implikace, ekvivalence, které oznacime po-
stupné symboly A, V, =, & 3

Vi o | inV, iv, i=V, Vie
11 1 1 1 1
10 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

Vyrok, vytvoreny ze dvou vyroki pomoci spojky konjunkce, ¢teme Vi a V5, vyrok,
vytvoreny pomoci disjunkce, ¢teme Vi nebo V,, implikaci ¢teme jestlize Vi, pak Vo a
konec¢né ekvivalenci ¢teme V; je ekvivalentni V5. Jinymi slovy, konjunkce znamené sou-
¢asnou platnost obou vyroki, disjunkce platnost alespont jednoho vyroku. * Ekvivalence
znamena, ze oba vyroky maji stejnou pravdivostni hodnotu, tj. Ze jsou bud oba prav-
divé nebo oba nepravdivé. Implikace je nepravdiva, kdyZ prvni vyrok (antecedent) je
pravdivy a druhy (konsekvent) nepravdivy, ve vSech ostatnich piipadech je pravdiva.
To mj. znamen4, ze implikace je jedind z dosud uvedenych logickych spojek, kde zalezi
na poradi vyroku.

3To, ze jsme k oznageni pravdivostnich hodnot pravdae a nepravde pouzili &slic a pro oznadeni
vyrokovych spojek pro nékoho mozna nezvyklych symboli, nemé Zadny skryty, natoz pak néjaky
tajemny vyznam. Jsou to jen zkratky, které nidm naopak poméhaji ucinit zapisy slozenych vyrokua
pfehlednymi.

4V &efting miZeme spojku nebo chipat dvéma zplisoby. Jednak v nevyludovacim smyslu, jak jsme
pravé uvedli, kdy sloZeny vyrok je pravdivy, je-li pravdivy aspon jeden z obou vyroku, jednak ve
vylucovacim smyslu, kdy sloZzeny vyrok je pravdivy, je-li pravdivy pravé jeden z obou zékladnich
vyroku. Né&které jazyky maji pro to dokonce ruzné terminy. Tak nap¥. latina m4 pro nevylucovaci nebo
vyraz ...vel..., pro vylu€ovaci nebo vyraz aut...aut... . Cesky obvykle spojku nebo ve vylu€ovacim
smyslu vyjadfujeme vyrazem bud ... anebo ....
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Na konci tohoto odstavce je ovSem tfeba ucinit jednu diuleZitou poznamku o vztahu
prirozeného jazyka a forméalniho jazyka vyrokové logiky, piesnéji o tom, jak vyrazy
prirozeného jazyka formalizovat. Neni to tak snadné, ¢i 1épe feceno, neni to tak jedno-
znacné. Je jisté pravdou, ze logicka konjunkce je nejcastéji vyjadiovana ceskym ... a
..., avSak ne kazdé ceské ... a ... vyjadiuje konjunkci, o které jsme se dohodli, ze je
komutativni (nezilezi na potadi vyroki). O tom, Ze ne kazdé ceské a ¢&i anglické and
musi vyjadrovat konjunkci, se presvéd¢ime snadno na ptikladech. Vyslovime-li napf.
ceskou vétu: Upadl a vstal a vétu: Vstal a upadl., tak je ihned ziejmé, spojka a zde
neznamend konjunkci, ale nejspis casovou naslednost dvou udalosti. Zfejmé neni tieba
zvlast argumentovat, Ze ¢asova naslednost udalosti neni komutativni. Takze bychom,
trochu paradoxné, mohli konstatovat, Ze logika zac¢ind az tam, kde uz logickou struk-
turu véty zndme. Vyzaduje to nepochybné cit pro dany pfirozeny jazyk. Snaha po
automatickém “ptrekladu” véty prirozeného jazyka do formélniho jazyka je velké téma
komputacni lingvistiky.

2.2.1 Booleovské funkce

Na zakladé zakladnich tabulek miizeme podobné sestavit tabulku libovolného sloZeného
vyroku. Napfiklad vyrok (Vi A V) = (=V2) bude mit nasledujici tabulku:

Vi o [ViAVa | Vo | (ViAV,) = (2Vh)
1 1 1 0 0
10 0 1 1
0 1 0 0 1
0 0 0 1 1

Ta vznikla tak, ze jsme nejprve vytvorili tabulku konjunkce V; A V;, potom tabulku
negace vyroku V5, a nakonec tabulku naseho slozeného vyroku.

Zde vidime, 7e v p¥ipadé, kdy vyroky Vi, Vs jsou pravdivé, je slozeny vyrok (Vi AV;) =
(—=V3) nepravdivy. V ostatnich pfipadech, nezéavisle na tom, jaké jsou pravdivostni hod-
noty prvotnich vyroku Vi a V5, je vysledny vyrok pravdivy. Jak uvidime dale, v logice
maji vysadni postaveni vyroky, které jsou vZdy pravdivé nebo vZdy nepravdivé, tj. jsou
pravdivé (resp. nepravdivé) nezavisle na pravdivostnich hodnotéch prvotnich vyroku,
z nichz jsou slozeny. Vzdy pravdivym vyrokum budeme fikat tautologie, vyrokum, které
jsou vzdy nepravdivé, budeme tikat kontradikce. V dalSich odstavcich se jim budeme
vénovat podrobnéji.

V tomto odstavci si nyni v§imneme jesté dalSich vyrokovych spojek, budeme dokonce
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uvazovat o vSech myslitelnych tabulkidch. Chapeme-li tabulky jako matematické funkce
zobrazujici n-tice nul a jedni¢ek do mnoziny {0, 1}, mluvime o booleovskijch funkcich
n argumentu.

Jaké jsou tedy vSechny myslitelné tabulky definujici spojky dvou vyroku? Snadno zjis-
time, 7e takovych tabulek je Sestnact: °

Vi Vo1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 14111111110 0 O O O O O O
1 0417117100001 1 1 1 0 0 0 0
0614}j1r100110011 O 0O 1 1 0 O
oo0jr201010101 0 1 0 1 0 1 O

S nékterymi z uvedenych tabulek (booleovskych funkci®) jsme se jiz seznédmili, nékteré
se téméf nepouzivaji. Kromé ndm jiz znamych spojek disjunkce (tabulka ¢. 2), kon-
junkce (tab. 8), implikace (tab. 5), ekvivalence (tab. 7) se béZné pouZiva spojka @ (tab.
10) nazyvana vylucovaci nebo a nékdy oznafovana symbolem zor z anglického ezclusive
or.

Spojku, ktera udéluje slozenému vyroku vzdy hodnotu 1 (tab. 1) nezavisle na hodnotach
elementarnich vyroki, budeme nazyvat true. Analogicky spojku, kterd nabyva vzidy
hodnoty 0 (tab. 16), budeme nazyvat false.

K zajimavym spojkdm patii téz Shefferiv operdtor (tab. 9) obvykle oznaovany sym-
bolem | (nebo také nand z anglického not and) a Peirciv operdtor | (popf. nor opét
z anglického not or) (tab. 15). Oba tyto operéatory se vyznacuji tim, ze pomoci kaz-
dého z nich lze definovat vSechny ostatni booleovské funkce. Peircuv operator znamena
vlastné oboustranny zapor, ktery v bézném jazyce obvykle vyjadiujeme vyrazem ani
... ani ..., zatimco Shefferruv operator vyjadiuje neslucitelnost vyroku (tj. nikoli ...
a ... soucasne).

Tyto tvahy nas vedou k néasledujici definici.

Definice 2.2.1 Rekneme, Ze mnoZina vyrokovijch spojek je funkéné Gplna, kdy# staci
k definovdni vsech 16 dvoumistnijch spojek.

Piikladem funkéné iplné mnoziny vyrokovych spojek je {—,V }. Ziejmé kazd4 mnozina
vyrokovych spojek obsahujici funkéné Gplnou mnozinu je rovnéz funkéné Gplna.

50becné plati, Ze vyrokovych spojek spojujicich n vyrokd neboli n-mistnych booleovskych funkei
je 22",

60znaceni booleovské funkce se pouziva na podest anglického matematika George Boolea, ktery se
v prvni poloviné minulého stoleti vyznamné zaslouzil o rozvoj logiky, zejména o jeji algebraické pojeti.
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Cviceni 2.2.1 Které z nasledujicich mnozin vyrokouvijch spojek jsou uplné? Pro uplné
mmnoziny spojek uvedte vZdy definice ostatnich spojek.

1. {- A, V,=, & }

2. {~,A}
3. {N,V }
4- {3

5. {«<,—}
6. {\B,—}
7. {1}
8.4}

Odpovéd: 1., 2., 5., 6., 7., 8. — ano, je iplnd; 3., 4. — ne, neni uplnd.

Prozatim jsme pracovali pouze s logickymi spojkami ¢i booleovskymi funkcemi jed-
nomistnymi (negace) a dvoumistnymi. MuZzeme samoziejmé konstruovat booleovské
funkce spojujici vice nez dva vyroky. S takovymi logickymi spojkami se ovsem setka-
vame jen ziidka. Cast&j$i pouziti ma napi. trojmistna spojka if ... then ... else ...,
kterou dobfe znaji a pouzivaji programatofi. Pravdivostni hodnota vyroku if A then
B else C je rovna hodnoté vyroku B, pokud A je pravdivy vyrok (mé hodnotu 1), ve
vSech ostatnich pripadech ma vyrok if A then B else C' hodnotu vyroku C.

Pravdivostni tabulka definujici spojku if ... then ... else ... bude tedy nasledujici:

if A then B else C

e N = i
oo R R OO T
o~ oror~RoRO

O = O - OO = =

To je ale jen nepatrny zlomek ze vSech moznych trojmistnych booleovskych funkei.
Snadno zjistime, Ze trojmistnych booleovskych funkci je 22 tj. 256, ¢tyrmistnych bo-
oleovskych funkef je 22°, tj. 65536. Dramaticky nartst!
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Vratme se jesté kratce k jednomistnym logickym spojkdm (i kdyz je vlastné dost po-
divné mluvit o spojce, kterd spojuje jediny vyrok). Dosud jsme poznali jedinou —
negaci. Vytvorime-li vS§ak vSechny myslitelné kombinace, vidime, Ze jsou Ctyfi:

Vil 2 3 4
171 1 0 0
01 0 1 O

Tteti sloupec tabulky se tyka ndm uz dobfe znamé negace, druhy se tyka spojky, kterou
budeme nékdy nazyvat asserce, a prvni a ¢tvrty sloupec odpovidaji jednomistnym
spojkdm true a false.

Cviceni 2.2.2

1. Qvérte, Ze plati
(A= B) < if A then B else true.
(AA B) & if A then B else false.
(mA) & if A then false else true.

2. Ovéite, Ze mnoziny vyrokouvych spojek {—, ifthenelse} a {ifthenelse, true, false}
jsou funkcné uplné, zatimco mnozina {ifthenelse} nikoli.

3. Ovérte, Ze vyrok if V then =V else V je vZdy nepravdivy (pro kaZdou pravdivostni
hodnotu viroku V nabyvd hodnoty 0).

4. Qwverte, Ze plati

Ve (V[V),
(1 AV2) & (W1]12)|(1]12)),
(1 v V2) & ([W)[(Va]12)).

5. Oveérte, Ze plati

Ve (V IV),
(VivVa) & (VilVe) L (VilVz)),
(ViAVz) & (Vi Vi) 1 (Ve L V2)).

6. Overte, Ze plati

1V Ve) & (Vi A=)V (SViATR) V (Vi AT).
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2.3 Jazyk vyrokové logiky. Formule

Je na case precizovat vyjadfovaci prostifedky vyrokové logiky, tj. definovat jeji jazyk,
ktery bude sestavat z vyrazi vytvarenych ze jmen vyroki a vyrokovych spojek. Snadno
nahlédneme, Ze vyroki muze byt mnoho, dokonce nekoneé¢né mnoho. Protoze v logice
nam ale nejde o konkrétni vyroky, budeme predpokladat, ze jazyk vyrokové logiky ob-
sahuje nekoneéné mnoho proménnych zastupujicich konkrétni vyroky.” Vyrokové pro-
ménné budeme obvykle oznacovat symboly fecké abecedy ¢, ), x, ..., pfipadné opat-
Fenymi indexy.

Naproti tomu vyrokovych spojek bude jen nékolik méalo.
Definice 2.3.1 (Formule vgrokové logiky)

1. KaZda vyrokovd proménnad je formule.

2. Kdyz ¢, jsou vyrokové formule, pak © —p, 0 AN,V @, = @, & ¢ jsou
formule.

3. Zddné jiné vyjrazy nejsou formulemi vijrokové logiky.

Na tomto misté je dobré zdiiraznit, Zze bod 3 v definici formule je dulezity. Prvni dvé
podminky totiz nevylucuji, Zze by i jiné objekty nez vyhovujici bodim 1 a 2 mohly
byt formulemi. Jinymi slovy, mnozina spravné utvorenych formuli vyrokové logiky je
nejmensi mnozina obsahujici vSechny proménné a uzaviena podle bodu 2.

Priklad 2.3.1 Vyrazy (¢ AY), ¢, oV, oV (@ V @), jsou formule virokové logiky,
zatimeo vyrazy p—(= (YAX)), (¢V (¥ =)x), ~p— nejsou (spravné utvorené) formule.

Pozdéji budeme potiebovat i pojem podformule. Podformuli definujeme jako souvislou
¢ast formule, kterd je sama formuli. Z pojmu podformule je patrné, ze kazda formule je
svou podformuli. Chcele-li hovotit o podformulich, které jsou rizné od puvodni formule,
pouzivame termin vlastni podformule. Takze napt. vyraz ¢ A ¥ je podformuli formule
X = (@ A1), zatimco x = ¢ ani x = 1 nejsou jejimi podformulemi.

7 Je samoziejmé mozné pracovat i s koneénym poétem prvotnich vyroki. Pak ale, piisné vzato, jazyk
vyrokové logiky nebude urcen jednozna¢né, nebot bude zaviset pravé na vychozi mnoziné prvotnich
vyroku. Je ovSem patrné, Ze to je jen technickd otézka.

8Dokonce i v pfipadé vyrokovych spojek bychom vlastné méli rozlifovat jazyky podle toho, které
vyrokové spojky obsahuji. Z pfedchoziho odstavce o booleovskych funkcich vime, Ze bychom mohli vy-
stacit dokonce s jedinou spojkou, my se vSak ptridrzime obvyklého pristupu, kdy jazyk bude obsahovat
na pofatku jedinou jednomistnou spojku (negaci) a dvé dvojmistné spojky (konjunkci a disjunkci).
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Cviceni 2.3.1 Zapiste vsechny vlastni podformule formuli

1L (A=) = =(x Vo),

2. v = (Y= ),

8 o= (=9).

Odpovéd:

10,0, x, 0, o A=, x Vo, (X V@)
2. ©, =, ", T, ), = @
3. 0,0 =

2.3.1 Varianty zapisu formuli

Na tomto misté je tieba fici, ze jsme se dopustili drobné nepresnosti, kdyz jsme ve
formulich pouzili zavorek, o kterych se v definici formule nic nefika. Ctenai ma ovsem
tfeba z matematiky zkuSenost, Ze pomocné symboly (v nasem piipadé zavorky) jsou
vhodné k tomu, abychom odstranili pfipadnou viceznacnost zapisu, napi. ve formuli
@ AV x. Tomuto zapisu lze porozumét dvéma zpusoby:

L (pAY) VX

2. AN (Y VX)

S problematikou viceznacnosti formuli se ovSem muzeme vyporadat i bez pomoci za-
vorek, coz byva dulezité v situacich, kdy chceme s formulemi pracovat na pocitaci.
Zavorky jsou vhodné pro usnadnéni ¢teni, pfemira zavorek nam ale ¢asto ¢ini potize.
Kazdy programétor, ktery psal program napft. v jazyce Lisp, vi, jak snadné je zapome-
nout jednu zavorku.

Dohodneme-li se vSak, ze symboly spojek budeme psat disledné vzdy ptfed oba argu-
menty, tedy misto (¢ A1) budeme psat A(g, 1), nemusime uz zévorky pouzivat a staci
tuto formuli zapisovat ve tvaru Agty. Takovému zapisu formuli, kdy spojka (operé-
tor, funkéni symbol apod.) je pfed argumenty, které spojuje, fikdme prefizovd notace
nebo téz polskd notace. Obvyklou notaci, kterou ze ziejmych divodi nazyvame infi-
zovd notace, budeme ale i nadale pouzivat, zejména proto, Ze jsme na ni pod vlivem
matematiky zvykli. Casto je i pfehlednéjsi. Prefixova notace je vSak univerzalni, z4dné
potiZe nevzniknou ani u vyrazu s vice nez dvéma argumenty.
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Takze napt. vyrazy if A then B else C, ifthenelse(A, B, C), ifthenelse A B C

jsou pro nas ekvivalentni.

Cviceni 2.3.2 Prevedte do polské notace formule ze cviceni 2.3.1.

Odpoveéd:

1. = ApyY—V xo,
2. = i = Yy,
3. = ¢ = Yo.

Cviceni 2.3.3 Formuli = VA x A, zapsanou v polské notaci, prevedte do infizové
notace.

Odpovéd: ((p AY) V x) = (9 A)

V souvislosti s problémem spravného c¢teni formuli si vSimneme, Ze kazdou formuli
muzeme reprezentovat graficky, stromem, jehoz struktura vyjadiuje zpusob uzdvorko-
vani formule. Naptiklad formuli z predeslého cviceni reprezentuje strom na Obr. 1.

Obr. 1
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7 tohoto stromu je ihned vidét, ze formule méa tvar implikace, jejiz prvni ¢len je dis-
junkce sestavajici z konjunkce formuli ¢ a 1 a z formule x a druhy c¢len je konjunkce
formuli ¢ a 1. Prohlizime-li strom shora dolu (do hloubky) a na dané hladiné zleva
doprava, dostaneme pravé zapis formule v polské notaci.

Nékdy se pouziva i obraceného pohledu, kdy formuli vytvaiime odspodu (a opét zleva
doprava), takze pro nasi formuli dostaneme zapis @ A x V oA =, kterému Fikame 0b-
racend polskd notace. Pozor! Obracena polska notace formule neni zrcadlovym obrazem
jeji polské notace.

Obracenou polskou notaci pouzivala napf. firma Hewlett Packard u nékterych svych
kalkulator.

Cvicdeni 2.3.4 Prevedte co nejvice ruzniych formuli v riznijch notacich do stromové
reprezentace a opacne.
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2.4 Tautologie, kontradikce a splnitelné formule

Neni obtizné nalézt mezi vSemi formulemi vyrokové logiky takové, které jsou prav-
divé pro kazdou kombinaci pravdivostnich hodnot. Rikdme jim tautologie. P¥ikladem
tautologie je formule ¢ V =y, ktera fika, ze ¢ bud plati nebo neplati.

Opakem tautologie je kontradikce, tj. formule, kterd neni nikdy splnitelna; takova for-
mule je pri vSech kombinacich pravdivostnich hodnot prvotnich vyroku nepravdiva.
Prikladem je formule ¢ A —¢.

Tautologii i kontradikci je ovSem mnoho, dokonce nekone¢né mnoho. To je snadné
nahlédnout. Staci si uvédomit, ze kdyz ¢ je tautologie, tak pro libovolnou formuli ¢ je
© V 1 opét tautologie, a kdyz naopak ¢ je kontradikce, tak ¢ A ¢ je opét kontradikce.

Formulim, které nejsou kontradikce, fikdme splnitelné formule. Znamenda to, Ze pro
takovou formuli 1ze nalézt aspon jednu kombinaci pravdivostnich hodnot elementarnich
vyroki, pri které je slozeny vyrok pravdivy. Tautologie jsou tedy splnitelné formule,
ale ne vSechny splnitelné formule jsou tautologie.

Nékteré tautologie se ¢asto pouzivaji nejen v samotné vyrokové logice, ale i v bézném
usuzovani, a ty casto uzivané jsou nékdy dokonce oznacovany jmény. Jsou to vétSinou
tautologie tvaru ekvivalence, které umoznuji nahrazovat jedny formule jinymi, aniz by
se porusila jejich pravdivost. Mezi nejznaméjsi “zakony” vyrokové logiky patii napr.

© = ¢ (zdkon totoZnosti)

- & @ (zdkon dvoji negace)

© V ¢ (zdkon vylouceného tretiho - tercium non datur)

=@ A ) (zdkon sporu)

(e AY) < (mp V) (de Morganiv zdkon pro konjunkci)

(e V) & (mp A1) (de Morganiv zdkon pro disjunkci)

(o A=) = 1 (zdkon Dunse Scota) kontradice je explozivni

(pev)e (= U)A @ = ¢)) (zdkon ekvivalence), ktery Fika, Ze ekvivalenci lze
chapat jako oboustrannou implikaci

(AW AX) S ((p AY) A X) (asociativita konjunkce)
(pV(WVx)e ((¢VY)Vx) (asociativita disjunkce)

(VW AX) S ((pV)A(eVx) (distributivita konjunkce)
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(A (WVX)<e (eAY)V(pAX) (distributivita disjunkce)
(p=W=x)< (¢=1v) = (p=x)) (distributivita implikace)
(p = ) & (-9 = —) (zdkon kontrapozice)
(p =)= ((¢ =) = (p = 1)) (hypoteticky sylogismus)
Cviceni 2.4.1 Odhadneéte, které z nasledujicich formuli vyrokové logiky jsou tautolo-

gie, kontradikce a které jen splnitelné, ale nejsou tautologie. Pak se o tom presvédcte
sestrojenim pravdivostni tabulky:

1 o= (Y=

2. (p=¢)=((¥v=x = (¢=X)
3. ——p = 1)

4 (p=1) = (¢ = ~v)

5. (p= 1) = ((he =) = ¢)
6. (o =>9)=>0

7. (e = (e =)

8. (me V)& (V)

9. o= (¢ = —(p=19))

10. ((p=v)Ngp) =

11. ((p=v)=9) =9

12. ((p=v)Np) =

13. ((p=v)=0) =

Odpoved: 1., 2., 8., 4., 5., 6., 9., 10., 11., 12. — ano, jsou to tautologie, 7., 8., 13. —
ne, jsou splnitelné, ale nikoli tautologie.
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2.4.1 Konjunktivni forma

Nyni si ukdzeme, Ze je jesté jind, formalni cesta, jak o formuli vyrokové logiky zjistit,
zda je tautologii. VSimneme si nejprve toho, ze kazdou formuli vyrokové logiky je mozné
ekvivalentné prepsat do tzv. konjunktivni formy.

Definice 2.4.1 Rekneme, Ze dand formule je v konjunktivni formé, kdyz md tvar kon-
junkce konecného poctu disjunkct, z nichZ kaZda sestavd z konecného poctu vyrokovych
promeénnych nebo negovangch promeénnych.

Prikladem takové formule je

(1 V @2 Vo3V =p2) A (23 V oo V ps),

kde ¢; jsou vyrokové proménné.

Jak ale prevedeme formuli do tvaru konjunktivni formy? Na tom neni nic tézkého.
Ekvivalenci vyjadiime jako konjunkci implikaci a implikaci jako disjunkci negace pred-
pokladu a zavéru. Pozadovaného tvaru dosdhneme vhodnymi tipravami ziskané formule,
pritom vyuzijeme zejména de Morganovych zdkonu a zdkonu vzajemné distributivity
konjunkce a disjunkce.

Priklad 2.4.1 Formuli
(V) = (x A —)

prepiseme do tvaru
(e V)V (X A ),
pouzijeme de Morganuv zikon pro disjunkci:

(A=) V (x A —1),

a s vyuzitim distributivity disjunkce dostaneme pozZadovany tvar

(m V X) A b

Jak nyni poznadme, 7Ze dana formule je tautologii? Celkem snadno. Protoze mé tvar
konjunkce, musi byt pravdivy kazdy jeji ¢len. Cleny této konjunkce jsou disjunkce.
Disjunkce z n ¢lenu bude vzdy pravdiva (tedy tautologie), kdyZ se v ni vyskytne pro-
meénna spolu se svou negaci.

Muzeme tedy uzaviit nasledujicim tvrzenim.
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Tvrzeni 2.4.1 Formule vyrokové logiky v konjunktivni formé je tautologii prave tehdy,
kdyz kazda z jejich disjunkci obsahuje néjakou viyrokovou proménnou spolu s jeji negaci.

Formule uvedend na pocatku tohoto odstavce je tedy tautologii; naopak formule z pii-
kladu 2.4.1 tautologii neni.

2.4.2 Disjunktivni forma

Podobné, jako jsme zavedli pojem konjunktivni formy, zavedeme ted pojem disjunktivni
formy.

Definice 2.4.2 Rekneme, Ze dand formule je v disjunktivni formé, kdyZ md tvar dis-
junkce konecného poctu konjunkci, z nichz kazda sestavad z konecného poctu vyrokovych
promennych nebo negovaniych promeénnych.

Prikladem takové formule je

(o1 A 2 Aps3) V (2 A @2).

A podobné jako jsme ukézali, Ze kazdou formuli vyrokové logiky je mozné ekvivalentné
prevést do konjunktivni formy, ukdzeme, Ze je mozné kazdou formuli vyrokové logiky
prevést do tvaru disjunktivni formy. Pouzijeme pro to stejné prostiedky jako v ptripadé
konjunktivni formy.

Podivame-li se na priklad 2.4.1 z prfedchoziho odstavce, vidime, Ze v predposlednim
radku mame formuli v disjunktivni formé.

Jako jsme pouzili konjunktivni formy ke zjisténi, zda je dana formule tautologii, mizeme
pouzit disjunktivni formy pro rozhodnuti, zda je formule kontradikci.

Mezi v8emi disjunktivnimi formami dané formule ma duilezitou roli upind disjunktivni
forma. Je to takova disjunktivni forma, ve které kazdy ¢len disjunkce obsahuje vSechny
proménné vyskytujici se ve formuli, a tudiz popisuje vSechny modely.

Uplnou disjunktivni formu dané formule miizeme snadno ziskat napi. z jeji pravdivostni
tabulky. VSimneme-li si pouze téch fadku v pravdivostni tabulce, v nichz je formule
pravdiva, vidime, Ze jednotlivymi ¢leny disjunkce budou konjunkce, které v daném
radku vzniknou tak, ze v ptipadé, kdy vyrokova proménna ma v radku tabulky hodnotu
pravda, objevi se v konjunkci v pozitivnim tvaru, v pripadé, kdy ma hodnotu nepravda,
objevi se v konjunkci v negativnim tvaru. Takze napt. formule
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(P AY) = 1,
jejiz pravdivostni tabulka je nasledujici
e Y| (pAY) =
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 1

bude ekvivalentné vyjadirena tplnou disjunktivni formou ve tvaru

(e A=)V (mp AP) V (—p A —p).

Cvicleni 2.4.2 Prevedte ndsledujici formule do disjunktivni formy:

1 o= (Y =x),
2. oA (Y VX),
3. (e AY)V (o V).

Odpoveéd:

1. mpV YV,
2. (e APV (P AX),
3. 2V YV (mp A ).

2.5 Logicky disledek

V tomto odstavci se budeme zabyvat otazkami pravdivosti. Nasim cilem bude zkoumat
relaci logického disledku mezi formulemi. Chceme presné vymezit, co znamend, Ze
formule je disledkem jinych formuli, neboli, Ze z jinych formuli vyplyva.

Definice 2.5.1 Libovolnou neprazdnou mnozinu formuli vyrokové logiky nazveme te-
0 9
orie.

9Mluvime-li v bé&Zném jazyce o teorii, mame obvykle na mysli znalosti (vyroky) néjak systemizo-
vané. V logice nebudeme od teorie pozadovat nic dalsiho nez to, Ze jde o0 mnozinu vyroku. Jednak je to
krat$i oznafeni nez mnozina vyrokd, jednak nas budou zajimat pravé jen vztahy logického dusledku.
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Budeme se zajimat o ohodnoceni elementarnich vyroki (vyrokovych proménnych'?)
obsazenych ve formulich dané teorie T'.

Definice 2.5.2 Rekneme, Ze ohodnoceni vijrokovijch proménnijch vyskytujicich se v te-
orit T je modelem teorie T, kdyzZ pro kaZdou formuli ¢ € T je jeji pravdivostni ohod-
nocent rovno 1.

Jinymi slovy, ohodnoceni vyrokovych proménnych vyskytujicich se v teorii 7' je mode-
lem této teorie, kdyz kazda formule ¢ € T je v ném pravdiva.

Nejjednodussi teorii je teorie obsahujici pravé jednu formuli. V tomto smyslu muzeme
hovorit i 0 modelech jednotlivych formuli. Pak lze Tici, Ze formule je splnitelnd, jestlize
existuje jeji model, je tautologie, jestlize kazdé ohodnoceni vyrokovych proménnych je
jejim modelem, a je kontradikci, jestlize jeji model neexistuje.

Piiklad 2.5.1 Necht ¢ je vyrokovd promeénnd. Snadno ovérime, Ze pro libovolné ohod-
noceni je formule

(A=) = (pVp)
pravdivd, a tedy tautologie. Podobné pro libovolné ohodnoceni ¢ je formule

(0 V—p) = (pA=y)
nepravdiva, tudiZ je to kontradikce. Formule
= (pA—yp)
je splnitelnd (neb pro vali(p) = 0 je pravdivad), ale nikoli tautologie (neb pro valy(p) =

1 je nepravdivd,).

Definice 2.5.3 Rekneme, Ze teorie T je bezesporné (téz konzistentni, splnitelnd), kdyz
existuje model této teorie.

vvvvvv

kové logiky je velmi jednoduchy. Setkdme se s nim znovu v predikatové logice a bude
nas provazet i dalsimi kapitolami o neklasickych logikidch a racionalnim usuzovani.

Priklad 2.5.2 Prikladem bezesporné teorie je

Ti={oV Y, p=9},

100hodnoceni (valuaci) vyrokovych proménnych miZzeme chapat jako zobrazeni mnoziny VAR viech
proménnych do mnoziny {0, 1} pravdivostnich hodnot, tj. val : VAR — {0, 1}.
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kde napt. ohodnoceni ¢ = 1,9 = 1 je jejim modelem (obé formule jsou pravdivé),
naopak teorie
TQZ{QOV’(/); QOZ}ﬁ,(/); (P}a

model nemd, a tudiZ je spornd.

Definice 2.5.4 Rekneme, Ze formule ¢ je logickym disledkem teorie T (oznaceni:
T & @), jestlize kazdy model teorie T je modelem formule ¢, tzn. Ze formule ¢ je
v ném pravdivd.

Snadno nahlédneme, Ze modelem prazdné mnoziny formuli je libovolné ohodnoceni.
Proto

E ¢ pravé tehdy, kdyz ¢ je tautologii.

Neni-li 7" splnitelné, pak libovolna formule je jejim logickym dusledkem. Piikladem je
teorie T' = {p, =p}, kterd je nesplnitelnd, a tudiz {¢, 7p} = 9 (pro kazdé ¢). Kdyz T
je nesplnitelna (budeme téz fikat, 7e je spornd), tak kazda teorie T' obsahujici T je také
nesplnitelna. Jinymi slovy, pfidanim formuli k nesplnitelné mnoziné formuli nemizeme
ziskat splnitelnou mnozinu formuli. Obracené, kazda ¢ast splnitelné teorie je splnitelna.

Piiklad 2.5.3 Necht Ty a Tb jsou jako v prikladu 2.5.2. Bude nads zajimat, zda je @
logickym disledkem teorie Ty a/nebo Ty. Na zdkladé pfedchozich dvah snadno zjistime,
zZe Ty = @, protoze Ty je spornd. Naopak ¢ neni logickym dusledkem teorie Ty, protoZe
ohodnoceni ¢ = 0,1 = 0 je modelem teorie Ty, ale nikoli modelem .

Lemma 2.5.1 Necht T je teorie, @, formule. Jestlize T |= ¢ = 1) a soucasnéT = ¢,
potom T = ).

Dikaz: Musime ovéfit, ze pro libovolné ohodnoceni val vyrokovych proménnych, které
je modelem teorie 7', plati val(y)) = 1. To je ale zfejmé z tabulky implikace.

Lemma 2.5.2 Jestlize ¢ je logickym disledkem mnoziny formuli { ¢1,...,¢n }, tak i
formule (o1 A ... A pn) = @ je tautologie.

Dikaz: Existuje-li takové ohodnoceni val proménnych ¢4, ..., ¢,, Ze hodnota formule
(p1 A ... A pn) = @ je rovna 0, pak musi platit, Ze hodnota ¢ je rovna 0 a hodnota
formule (¢1 A...Apy) je rovna 1. Takova situace nemuze ale dle pfedpokladu lemmatu
nikdy nastat.

Obé lemmata vazou pojmy tautologie a logického dusledku pro ptripady teorii s konecné
mnoha formulemi. O nekonecnych teoriich plati
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Tvrzeni 2.5.1 (Véta o kompaktnosti) Teorie T (vgrokovych formuli) je spinitelnd
prave tehdy, kdyz kazZda jeji konecnd podmnozina je splnitelna.

Dukaz: viz napt. [30, Kolaf a kol., str. 37-39].

Dusledek: Budte 7" mnozina formuli, ¢ formule. Potom T = ¢ pravé tehdy, kdyz
existuje takova kone¢nd podmnozina 7" mnoziny 7', 7e T" = .

Jinymi slovy, abychom se pfesvédéili o tom, 7ze formule je logickym dusledkem (ne-
konecné) teorie T', staci najit jednu konetnou podmnoZinu 7" teorie T, v niZz je tato
formule pravdiva.

Poznamka 2.5.1 Tabulkovd metoda umoznuge pro libovolny vijrok (dvouhodnotové vyj-
rokové logiky) rozhodnout, zda dany vijrok je tautologie ¢i nikoli. Rikdme, Ze vyrokovd
logika je rozhodnutelna.

2.6 Odvozovani formuli vyrokové logiky

Jednou z nejvyznamnéjsich vlastnosti formuli je moznost z platnosti jednéch formuli
usuzovat na platnost jinych formuli. Hlavnim cilem logiky je proto zkoumani relace
odvoditelnosti mezi formulemi. Predstava je takova, ze na zakladé jistych pravidel od-
vozovani, ktera zaruci, ze nas od logicky pravdivych tvrzeni povedou zase jen k logicky
pravdivym tvrzenim (od tautologii k tautologiim), muzeme vychozi formule oboha-
tit o formule takto odvozené. Odvozené formule budeme nazyvat dusledky vychozich
formuli a samoziejmé je budeme pouzivat k dalsimu odvozovani.

Ke kazdé mnoziné formuli tedy p¥islusi jind (ve smyslu inkluze vétsi) mnozina formuli,
kterou chapeme jako jeji logické disledky. Budeme ted zkoumat vlastnosti relace odvo-
ditelnosti mezi formulemi a definujeme pojem dikazu a pojem dokazatelnosti. Predtim
definujme dva nezbytné pojmy.

Jestlize formule ¢ = v je tautologie, fikame, ze formule ¢ logicky vyplyvd z . Kdyz
vyplyva z ¢ a soucasné ¢ vyplyva z ¢, fikdme, ze formule ¢ a 1 jsou logicky ekvivalentni.

2.6.1 Odvozovaci pravidla, dikaz, dokazatelnost

O pojmu logického diikazu mivaji lidé ruzné predstavy. Jednu nespravnou, ale vtipnou
predstavu z pera Karla Capka v Kritice slov si ted piipomeneme. Pak, po precizaci
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tohoto pojmu ve formalnim jazyce, snadno posoudime, v ¢em se skvély literat mylil a
v ¢em prokazal mimoradnou obratnost pri zachdzeni s jazykem.

“O logickém diikazu je jedinad pravda, Ze se nic neda logicky dokéazat; coz
vam dokazu logicky. Bud dokazuji své tvrzeni samymi evidentnimi soudy;
ale kdyby mé tvrzeni plynulo evidentné z evidentnich vét, bylo by samo
evidentni, a tu by ovSem naprosto nepotiebovalo byt dokazovano. Nebo
dokazuji své tvrzeni vétami neevidentnimi, ale pak bych musel logicky do-
kazovat vSechny tyto véty “usque ad infinitim”, ..., z ¢ehoz logicky plyne,
logicky diikaz je nemozny; a neni-li tento logicky dikaz naprosto presvéd-
¢ujici, vidite z toho, ze logické dokazovani opravdu za nic nestoji.”

Zalneme tim, Ze si vSimneme, Ze ziejmé plati (ovéite si na piikladech):

e Kdyz ¢ a ¢ = 1 jsou pravdivé, pak i ¢ je pravdiva (tzv. modus ponens, neboli
pravidlo odloucent).

e Kdyz ¢ je tautologie slozena z vyrokovych proménnych Ay, ..., A, a formule %
vznikne z ¢ tak, Ze vSechny vyskyty vyrokovych proménnych Ai,..., A, nahra-
dime soucasné vyrokovymi formulemi ¢, ..., ¢,, pak ¥ je tautologie (pravidlo
substituce).

e Jestlize ¢ je tautologie a v vznikne z ¢ nahrazenim libovolné jeji podformule!!
formuli s ni ekvivalentni, pak 9 je také tautologie (pravidlo o nahrazeni ekviva-
lentnich podformuli.)

To znamend, ze vyjdeme-li z logicky pravdivych formuli, pak aplikovdnim téchto tii
odvozovacich pravidel dostaneme opét pravdivé formule. To ndm umoznuje definovat
pojem bezprostiedniho dusledku a dusledku.

Definice 2.6.1 Rekneme, Ze formule ¢ je bezprostiednim disledkem mnoZiny formuli
[, jestlize vznikne aplikaci nékterého ze tii pravidel odvozovini (tj. modus ponens,
substituce a nahrazeni ekvivalentnich podformuli) na formule z T.

Definice 2.6.2 Rekneme, Ze formule ¢ je logickym disledkem mnoZiny formuli T
(oznaceni T' & @), jestlize ¢ € T', nebo je bezprostiednim dusledkem T', anebo bezpro-
strednim dusledkem mnoZiny I' obohacené o nékteré jeji bezprostredni dusledky.

Povsimnéme si, Ze nejde o definici kruhem, ale o induktivni definici.

1 P¥ipomeiime, ze podformule je takovéa &ast formule, kterd je sama formuli.
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Definice 2.6.3 Dukazem formule ¢ z moziny I' rozumime kaZdou takovou konecnou
posloupnost formuli, Ze posledni je dokazovand formule ¢ a kaZdd formule této posloup-
nosti je bezprostrednim dusledkem nékterych predchozich formuli.

Je patrné, ze pokud pro danou formuli existuje dukaz v I, pak takovych dukazu existuje
vice, dokonce nekone¢né mnoho.

O formuli, ke které existuje dikaz z mnoziny I, fikdme, Ze je v I dokazatelnd nebo je
dokazatelna z mnoziny predpokladu I'.

P1i odvozovani budeme pouzivat nejen odvozovacich pravidel, ale s vyhodou vyuzijeme
i formuli, o nichz vime, Ze jsou tautologiemi vyrokové logiky. Téch je ovSem nekonec¢né
mnoho, proto vybereme jen nékolik (kone¢ny pocet), a pozdéji ukdzeme, ze z téch néko-
lika 1ze odvodit dokonce vSechny ostatni. Mnozinu téchto zakladnich formuli ozna¢ime
Az a zédkladni tautologie budeme nazyvat aziomy. Je zajimavé, Ze vystacime se tfemi
axiomy:

Axiom V1 ¢ = (¢ = ¢)

Axiom V2 (9 = (¥ = X)) = (¢ = ¢¥) = (¢ = X))

Axiom V3 (=) = —¢) = (¢ = ¥)

Odvozovéni z predpokladu I' pak chdpeme jako odvozovani z mnoziny I' U {Az}. Po
této timluvé muzeme tedy Fici, Ze tautologie jsou vSechny formule, které jsou odvodi-
telné z prazdné mnoziny predpokladu. Jak takové odvozovani provadét, si ukdzeme na
nasledujicich dvou ptikladech.

Piiklad 2.6.1 Dokazte, Ze - A = A.

Dukaz.

1. Substituct formule (A = A) za v a A za ¢ do aziomu 1 dostaneme formuli
(A= ((A = A4)=A)).

2. Substituci A za p, (A= A) za ¥ a A za x do aziomu 2 dostaneme
A= (A =2A4)=A)=(4A =4 =A4)= A4 = A4).
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3. Aplikujme modus ponens, dostaneme zdaver, tj. formuli
(A= (A4 = A)=(A = A).
Vsimnéme si, Ze predpokladem této implikace je axiom 1 pri substituct A za ¢ a
A za . Aplikact modus ponens dostdvame dokazovanou formuli A = A.

Piiklad 2.6.2 Dokazte, ¢ {A= B,B=C}+F A = C.

Dikaz.

1. {A= B,B= C}tF B = C (druhy predpoklad),

2.{A = B,B=C}+ A = (B = C) (jestlize B = C plati vidy, pak i za
predpokladu A),

3. (A= (B=0C))=((A = B)=(A =0C)) (axiom 2 pri substituci A za ¢, B
za a C za x),

4. {A=B,B=C}+F (A = B)= (A = C) (aplikace modus ponens na 2 a 3),
5. {A= B,B= C}+ A = B (pruni predpoklad),
6. {A=B,B=C}+ A = C (aplikace modus ponens na 4 a 5).

2.7 Axiomaticka vystavba vyrokové logiky

Vratme se k axiomum vyrokové logiky. Z toho, co jsme dosud fekli, je ziejmé, ze
diky korektnosti odvozovacich pravidel z axiomu odvodime logicky pravdivé formule.
Otéazkou zustava, zda z nich odvodime vSechny logicky pravdivé formule, popft. zda
existuji jiné mnoziny formuli, které by bylo mozno povazovat za axiomy vyrokové logiky.
Pokud od axiomu pozadujeme, aby z nich byly odvoditelné pravé jen logicky pravdivé
formule, je odpovéd jednoduchd. Pokud ale napf. pozadujeme, aby mnoZina axiomu
byla minimélni v tom smyslu, Ze Zadny axiom neni zbyteény (takové vlastnosti systému
axiomu Fikdme nezdvislost), pak musime ovérit, Ze zadny z axiomu neni dokazatelny
z ostatnich. 2

Zafneme napf. axiomatickym systémem, ktery definuje vzajemné vztahy péti zaklad-
nich vyrokovych spojek (vz napf. [21]).

12Pokud by z nich byl dokazatelny, nezahrnuli bychom jej mezi axiomy.
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o= (Y=9p)
e=>W=x)=>(¢=19)=(¢=x)
)= (p=19)

oo P)= (U= 9)

p=>9)=> (V=9)=(pe))
eVY) = ¥V o)

eAY) = (VAP

o= (p V)

(pAY)=¢

o= (W= (pAV))
((e=x)AW=x))=((¢VY)=X)

(o= (W A)) =

(
(
(
(
(
(

(P A—p) =9

eV op
Tento systém axiomiu je mozné ponékud redukovat, uvédomime-li si, zZe vystacime se
dvémi spojkami, jmenovité se spojkami negace a tmplikace. Pak nalezneme napft. jiny
axiomaticky systém, ktery bude predchazejicimu ekvivalentni, tzn. kazda formule z jed-
noho systému axiomu je dokazatelnd z druhého, a naopak kazda formule z druhého

systému je dokazatelnd z prvniho, samoziejmé s vyuzitim defini¢nich rovnosti mezi
spojkami.

Dalsi systém axiomu:

(p=9)=((v=x)= (¢=X)
(p=W=x)={pg=v)=(p=x)
o= =9

(e =) = (Y= ¢)

Y=
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I tento systém axiomu muzeme dale redukovat na pouhé tii axiomy. Dostaneme tak
tfeba systém nasich puvodnich tii axiomu.

Je ziejmé, ze l1ze nalézat dalsi a dalsi ekvivalentni axiomatické systémy vyrokové logiky.

Cviceni 2.7.1 Presvedcte se detailné, Ze tri vyse uvedené axiomatické systémy vyro-
kové logiky jsou navzajem ekvivalentni.

K efektivnimu provadéni dukazu nam navic dobfe poslouzi nékolik nasledujicich dile-
zitych tvrzeni, o jejichz platnosti neni obtizné se presvédcit a ktera Casto pouzivame
nejen v deduktivnich disciplindch (viz napf. [30]):

Tvrzeni 2.7.1 (Véta o dedukci) Necht T je teorie, ¢ a v jsou formule. Potom
T+ ¢ = 1 prdvé tehdy, kdyz T U {p} t .
Dikaz.

Implikace zleva doprava je pfimym dusledkem modus ponens. Implikace opacna, zprava
doleva, se dokaze indukci podle délky dukazu: Necht posloupnost formuli dy, ..., d, je
dikazem formule ¢ z mnoziny T'U {¢}. Potom pro libovolnou formuli d; je

T+ o= d;pro (i <n).

Stadi rozlisit tyto pripady:

e d; je axiom, pak - ¢ = d;,
o d;cT pak T+ ¢ = d,,

e d; = ¢, pak F ¢ = ¢ a indukci pro d; = d;.

Tvrzeni 2.7.2 (Dukaz rozborem piipadu) TU{pV 1} F x prdvé tehdy, kdyz soucasné
TUu{etrFxaTU{y}Fx.

Tvrzeni 2.7.3 (Véta o neutrdlni formuli) Jestlize TU{p} F ¢ a TU{=¢} - 9, potom
Tk .

Na nésledujicich prikladech si ukazeme, jak lze pti odvozovani vyuzit vétu o dedukci.

Piiklad 2.7.1 Dokazte, Ze - -A = (A = B).

Dukaz.
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1. - =A = (=B = —A) (substituce ~A za @, =B za v do aziomu 1),

2. {-A} F (=B = —A) (véta o dedukci na 1),

3. {-A}F (-B = —A) = (A = B) (aziom & pri substituci A za ¢ a B za ),
4. {-A} (A = B) (aplikace modus ponens na 2 a 3),

5. F—=A = (A = B) (véta o dedukci na 4).

Priklad 2.7.2 Dokazte, Ze - ——A = A.

Dukaz.

1.F —A = (WA = ——=—-A) (substituce =A za A, =——A za B do formule
zpr. 2.7.1),
F (A = ——2A) = (-—A = A) (aziom 3 pii substituci A za ¥, ——A za @),
{——A} F—-A = ———A (véta o dedukci na 1),
{——A} F—--4 = A (aplikace modus ponens na 2 a 3),
{—=—A} F A (véta o dedukci na 4),

S v e

F—-=A = A (véta o dedukci na 5).

Piiklad 2.7.3 Dokazte, Ze - B = ——B.

Dikaz. Z aziomu 3 a z formule z prikladu 2.7.2 substituci =B za A a aplikact modus
ponens.

Piiklad 2.7.4 Dokazte, Ze F (A = B) = (-B = —A).

Dikaz.

1. A= B, A F A

2. A= B,——A F B (modus ponens na 1 a na piedpoklad A = B),
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3. A= B,——A + ——B (viz pFiklad 2.7.3),
4. A= BF -—=A = —=B (véta o dedukci na 3),

5. A= Bt (=B = —A) (modus ponens na 4 a ariom 3 pii substituci =B za ¢ a
—A za ),

6. (A = B)= (B = —A) (véta o dedukci na 5).

Piiklad 2.7.5 Dokazte, 2e - A = ((A = B) = B).

Dukaz.

1. {A,A = B} F B (modus ponens na predpoklady),
2. {A} F (A = B) = B (véta o dedukci na 1),

3. FA = ((A = B) = B) (véta o dedukci na 2).

Cviceni 2.7.2 Presvedcte se, Ze plati

1. {o, ¢} F 9 (ze sporngjch predpokladi je odvoditelné cokoliv);

2.TF o= (Y= x) pravé kdyZ T - ¢ = (¢ = x) (ve sloZené implikaci nezdilezi
na pofadi antecedentu (predpokladi));

3. {1,090, .-, on} B pravé tehdy, kdyzt (o1 Ao A ... A @y) = 1.

2.8 Vlastnosti vyrokové logiky

V odstavci 2.4 jsme jiz poznali, ze vyrokova logika je rozhodnutelnd, tj. existuje algo-
ritmus, ktery o libovolné formuli rozhodne, zda je tautologii ¢i nikoli.

Ted si jesté ukazeme, Ze je korektni, Giplna a bezesporna.
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2.8.1 Korektnost, iplnost a bezespornost vyrokové logiky

Definice 2.8.1 Rekneme, Ze formdlni systém vijrokové logiky je korektni, kdy# kazdd
formule dokazatelnd z axiomi je tautologii.

Definice 2.8.2 Rekneme, Ze formdlni systém vijrokové logiky je Gplny, kdyZ kazdd tau-
tologie je dokazatelnd z ariomai.

Presvédcit se o korektnosti vyrokové logiky je snadné, redukuje se na korektnost odvo-
zovacich pravidel.

Abychom se presvéddili o tplnosti vyrokové logiky, dokaZzeme nejprve pomocné tvrzeni,
pro které je nékdy pouzivan nazev Churchovo lemma. Pro vétsi prehlednost zavedeme
nejprve nasledujici oznaceni: Pro kazdou formuli ¢ a pravdivostni ohodnoceni promén-
nych bude vyraz ¢ znamenat formuli ¢, kdyZ val(¢) = 1, a bude znamenat formuli
=, kdyz val(¢) = 0. Po této timluvé nahlédneme indukei podle slozitosti konstrukce
formule, Ze plati

Tvrzeni 2.8.1 (Churchovo lemma) Jestlize Vi, ...,V jsou vSechny virokové proménné
vyskytugici se ve formuli ¢, potom pro kaZdé ohodnocent val plati

{V'lval Vval} [ vaal

AU VA .

Abychom objasnili mozna pftili§ formélni terminologii, ilustrujeme Churchovo lemma
piikladem: Jestlize ¢ = A A =B, pak {A,—-B} A A -B.

S vyuzitim Churchova lemmatu nahlédneme Gplnost vyrokové logiky, tj.

Tvrzeni 2.8.2 (Postova véta) Pro libovolnou formuli vijrokové logiky ¢ plati - ¢ privé
tehdy, kdyz |= .

Korektnost a tplnost muzeme tedy shrnout v konstatovani, ze ve vyrokové logice vy-
plyvani a odvoditelnost splyvaji v jedno, tj. Ze kazda dokazatelnd formule je logicky
pravdiva a naopak i kazda logicky pravdiva formule je dokazateln4.

Definice 2.8.3 Formalni systém vyrokové logiky nazveme bezesporny, kdyz neexistuje
takovd formule @, Ze - ¢ a soucasné - —p.

To, ze vyrokova logika je bezespornd, je ale zifejmé, protoze kdyby platilo - ¢ i - —¢p
tak by, vzhledem ke korektnosti vyrokové logiky, byly obé formule tautologiemi. To ale
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neni mozné, nebot neexistuje zadné pravdivostni ohodnoceni val, pro které by platilo
val(p) = val(—¢) = 1.

vvvvvv

dusledku a formélni (syntaktické) dokazatelnosti ve vyrokové logice:

Tvrzeni 2.8.3 (Uplnost)

1. Teorie T je bezesporna prave tehdy, kdyz je splnitelnad.

2. Pro libovolnou teorii T a pro libovolnou vyrokovou formuli ¢ plati:
T & ¢ prdvé tehdy, kdyz T = ¢.

Diikaz.

Ad 1. Kdyz T je bezesporna, pak je bezesporna kazda jeji koneéna c¢ast, a tudiz i
splnitelna. Kdyz je T spornéa, tak existuje jeji nesplnitelnd konecné ¢ast a tudiz i T je
nesplnitelna.

Ad 2. Kdyz T + ¢, pak existuje takovd koneénd podmnozina Ty C T, ze Ty + ¢
a podle Postovy véty Ty = ¢, a tudiz i T = ¢. KdyZ neni pravda, ze T F ¢, pak
v teorii T'U {—p} neni dokazatelna formule ¢, a tedy T'U {—¢} je bezespornd, a tudiz
i splnitelnd, takZe nemuze byt T = .

Dosavadni poznatky o vyrokové logice lze pak shrnout do konstatovani, ze vyrokova
logika je

korektni,

e bezesporna,

aplna,

rozhodnutelna.

Na zavér této kapitoly jesté uvedeme nékolik kontrolnich cviceni.

Cviceni 2.8.1

1. Vyjddrete dvema ruzngmi zpusoby, co znamend, Ze teorie je bezespornd?

Odpovéd: Je splnitelnd, tzn., Ze md aspor jeden model.
Neexistuje v ni (neni z ni odvoditelnd) takovd dvojice formuli, Ze jedna je negaci
druhé.
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. Ezistuje vjrok (ve vgrokové logice) odvoditelny z libovolného vijroku?

Odpovéd: Ano. Je to kazdd tautologie.

. Které z nasledujicich vyrazu nejsou sprdavné utvorenymi formulemi virokove lo-

giky? Proc?

a) (¥ < ¢)))

b) (hr = (Y2 = (Y3 = (Ya = (Y5 = ¢)))))
¢c) (=(Ve A )

Odpovéd: ¢).

. Rozhodnéte, které dvojice formuli jsou ekvivalentni. Naznacte duvod.

a) ===(p V), —=(mp A )
b) =(=(p A1), —(—pV )
c) (= @W=¢) (¢=v)=W=0¢)

Odpovéd: a) ano (de Morganiv zdkon pro disjunkci), b) ano (de Morganiv zikon
pro konjunkci), c) ne (pruni formule je tautologie, zatimco druhd nikoli).

Je pravda, Ze kazZdd nedokazatelnd formule vyrokové logiky je nepravdivd?
Odpovéd: Ano, plyne to z Postovy véty.

Je pravda, Ze pro kaZdou formuli ¢ vijrokové logiky plati, Ze kdyZ ¢ neni dokaza-
telnd z axiomu vyrokové logiky, tak formule —¢ je dokazatelnad?

Odpovéd: Nikoli. Dokazatelné jsou pravé tautologie, takze kdyz formule neni doka-
zatelnd, tak je to bud formule splnitelnd (ale nikoli tautologie) anebo kontradikce.
Negace takové formule sice muze bijt tautologie (Slo-li puvodné o kontradikci), ale
muze to byt formule, kterd je jen splnitelnd.

Formuli (—(x = —v) A —x) zapiste v prefizové notaci.

Odpovéd: A— = xy—p—x.

Vyznacte, které z ndsledujicich formuli vyrokové logiky jsou kontradikce.
a) ==(pV =) = (¢ A —p)

b)Y A
c) oV

Odpovéd: a), b).
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9.

10.

11.

12.

KAPITOLA 2. VYROKOVA LOGIKA

Uvedte alesponi dvé rizné mnoZiny funkéné dplngch booleovskijch spojek.
Odpovéd: {—, =1}, {—, A}, {—, V}, {ifthenelse, true, false} a dalsi.

Které z ndsledugicich formuli vijrokové logiky jsou tautologie a které nikoli?
a) (oA (VX)) = (e AY)V (e AX))

b) (e Ap) = ~(=p V)

¢c) "o = ¢

d) 7oV

e) o N g

f) e =)= (Y= ¢)

g9) = (pVY)

h) (¢ =)= (¥ =¢)

i) (= ¢) = (np = )

J)(@=1v¢)= (¢ = -p)

k) (o &) = (- & )

1) =(e=—9)

m) (= = o)

Odpovéd: a), ¢), d), f), g), j), k) jsou tautologie.

Necht ¢, jsou formule vyrokové logiky. Kterd z ndsledugicich tvrzeni jsou prav-
divd?

a) Kdyz ¢ je tautologie, tak —¢ je kontradikce.

b) Kdyz ¢ neni splnitelnd, tak —p je tautologie.

¢) Kdyz ¢ je kontradikce a v je tautologie, tak ¢ \V 1 je tautologie.
d) Kdyz —¢ neni spinitelnd, tak ¢ je kontradikce.

Odpovéd: a), b), c).
Co lze Fici o vzdjemné dokazatelnosti nasledujicich formuli vyrokové logiky?
(a) ~(p A—9)
(b) ~o VY
(¢) ¥ =g
(d) ~(~¢ Ay)

Odpovéd: Vsechny tyto formule jsou navzdjem ekvivalentni, nebot kaZdd z nich
je ekvivalentni formuli ¢ = 1.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Je teorie T, kterd se skldadd ze ¢tyr formuli z predchoziho pFikladu, bezespornd?
Odpovéd: Ano, protoze formule @ = 1 je splnitelnd.

Je pravda, Ze kazdy vyrok implikuje alesponi jeden vijrok?

Odpovéd: Jisté. Pro kazdy virok ¢ napft. plati, Ze ¢ implikuje ¢.

Necht A, B jsou vyrokové promenné. Rozhodnéte, kterd z ndsledujicich teorii je
bezespornd

a) Ty ={A, A V-B, =B}

b) To={A ANB, =B, A V-C}

¢) Ty = mnoZina vsech formuli vijrokové logiky.

d)T,={A= B, =B, A}

e) Ts =10

Odpovéd: a). (e) vyZaduje komentdr: Ts neni teorie — podle definice 2.5.1; kdy-

bychom pFipustili, Ze teorii muze byt i prazdnd mnozZina vyroku, pak je Ty beze-
spornda,).

Necht T ={A, A = B, BVC, C = D, =D} je teorie, kde A, B,C, D jsou opét
vyrokové promeénné. Rozhodnéte, zda plati

o) T+ B

b) THC

¢) T+ (BV D)

d) TU{C} je bezespornd.

Odpovéd: a), ¢) — ano, plati, b), d) — ne, neplati.

Naleznéte model (udéleni pravdivostnich hodnot), v némz je formule

(pVx)= (¥ VX

pravdivd a jin€ udéleni hodnot, v némz je nepravdivd.

Odpovéd: Pro ¢ = 1,19 = x = 0 je nepravdivd, pro vSechna ostatni ohodnoceni
je pravdivd.

Je pravda, Ze z premis (predpokladi) A = B,—(B A C) a C vyplyvd zdver =C'?
Odpovéd: Nikoli. Je pouze jedno pFidéleni hodnot vyrokum A, B a C, pti kterém

jsou vdechny ti1 premisy (predpoklady) soucasné pravdivé, tj. A =0, B =0 a
C = 1. Pak ale vyrok ~C neni pravdivy.
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19. Necht A, B jsou pravdivé vyroky. Jakou vlastnost musi mit formule ¢ vyrokové
logiky, pro niZ plati:
Fo=A V-B
a soucasné

Fop=A AB?

Odpovéd: Formule ¢ muze bijt libovolnd, protoze pro A a B pravdivé jsou i vijroky
AV =B i AN B pravdivé, takZe predpokladem implikace, jejiz zdvér je pravdivy,
muze byt cokoli.

20. Je mozné plné mechanizovat dokazovani ve vyrokové logikce? Proc?

21. Kterd z ndsledugicich pravidel odvozovdni (ve vijrokové logice) jsou korektni?

AVB
a) =5
A<B,B
b) —a

-AB
c) A=B
A=B,B<A
d) AsB
) A
¢/ AVB
ANB
f) =g
A=>B,—|B
9) =4
A=B,A =-B
h) ="

v =A =>B-A =-B
i) >

. 24 VB,A

1, B

—~A,A
k) =5

AVv-A
1) =5
AVB,A =B
m) B=C
AVB,A =B
n)

T T

C=-B

0 ) AVB,A =B
C=B

) AVB,A =B
-B=C

Odpovéd: a) ne (pro A=1,B =0), b) ano (modus ponens), ¢) ano, d) ne (pro
A=0,B=1), e) ano, f) ano, g) ano, h) ne (pro A = 0,B = 1; k orektnim
zdverem by napt. byl vijrok —A), i) ano (modus tollens), j) ano (jind formulace
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pravidla modus ponens), k) ano (premisy nemohou biyjt soucasné pravdivé, takze
podle definice korektnosti neni tieba pravdivost zavéru zkoumat), 1) ne (jedind
premisa je spinéna vidy, takZe i zdvér by musel byt vZdy pravdivy), m) ne (z plat-
nosti premis vyplyvd, Ze B must byt pravdivé, a tedy i C), n) ne (z platnosti
premis vyplyvd, Ze B musi byt pravdivé, a tedy C nepravdivé), o) ano (z platnosti
premis vyplyvd, Ze B musi byt pravdivé, C' tedy mize byt jakékoli), p) ano (stejné
argumenty jako v pripadé o0)).
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Kapitola 3

Predikatova logika

V predchazejici kapitole, vénované vyrokové logice, jsme probirali vlastnosti vyroku
jako celku, nezkoumali jsme jejich vnitini vystavbu. Nyni si vSimneme blize pravé této
vnitini vystavby nasich vypovédi. Budeme mj. analyzovat vyrazy tvaru

objekt x ma vlastnost P,

objekty x,y jsou v relact R
a takové Casté obraty jako

vsechny objekty maji vliastnost P,

existuje objekt, ktery md vlastnost P

apod. Tyto a podobné vyrazy vypovidaji o mnozstvi objektl, které maji, ¢i nemaji,
danou vlastnost — kvantifikuji — a proto je nazyvame kvantifikdtory. *

Abychom blize porozuméli roli kvantifikatori v logice, probereme nejprve vyjadiovaci
prostfedky predikatové logiky, tj. definujeme jeji jazyk. Jazyk predikatové logiky bude
jisté bohatsi nez jazyk vyrokové logiky, protoze bude navic obsahovat jména ruznych
objekti uvazované struktury a jména relaci mezi témito objekty. Jména relaci nazy-
vame predikdty. Znamena to, ze popisujeme néjakou strukturu, ktera sestava z individui
a relaci mezi témito individui.

1Vyrazt typu kvantifikitord pouzivdme v piirozeném jazyce vice. Jsou to napi. &iselné kvantifika-
tory jako existuji dva objekty, které maji vlastnost P, existuji i objekty s vlastnosti P, ... atd. Patii
k nim ale i méné uréité kvantifikatory jako skoro vsechny objekty, mnoho, mdlo, nékolik apod.

o1
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3.1 Jazyk predikatové logiky

Jazyk predikitové logiky bude bohatsi nez jazyk vyrokové logiky. Bude obsahovat vy-
jadfovaci prostfedky, které mam umozni rozliSovat jednotlivé objekty (individua), u in-
dividui vlastnosti a vztahy mezi individui. Za¢neme zdkladnimi symboly.

Definice 3.1.1 Zdkladnimi symboly jazyka predikdtove logiky budou:

1. individuovée promeéenné, které budeme oznacovat symboly x,y, z, . . ., popripadé opa-
trenymi indexy;

2. predikdtove symboly P,Q, R, ..., rovnez pripadné opatiene indexy;
3. konstanty a,b,c, ..., popT. s indexy;
4. funkcéni symboly f, g, h, ..., popr. s indexy;

5. logické symboly =, A\, V,=, <V, 4.

To vyzaduje komentar. Pfedevsim, podobné jako ve vyrokové logice, proménnych bude
nekoneéné (spocetné) mnoho. Jejich role je v8ak odlisné, tentokrat neodkazuji k vy-
rokum, ale k jednotlivym objektum popisovaného svéta — k individuim. Hledisko pre-
dikatové logiky, bryle jimiz se logik diva na svét, urcuje, ze svét sestava z jednotlivych
objekti — individui —, které maji rizné vlastnosti a nachéazeji se v ruznych vztazich.
V predikatové logice nas zajimaji pravé tato individua a vztahy mezi nimi, proto i
vyjadtrovaci prostiedky jazyka museji obsahovat symboly pro jejich popis. Predikatové
symboly slouzi jako jména relaci mezi individui, pop¥. (jde-li o jednomistné predikaty)
jako jména vlastnosti individui. Kazdému predikatu je prifazeno prirozené cislo vyja-
diujici jeho drnost, tj. pocet argumentu, které spojuje. Tak napt. ve vyrazu

O(k,v)

ktery muZeme napf. interpretovat tak, Ze symbol O oznacuje relaci otcovstvi, k je
konstantni symbol oznacujici konkrétni individuum Karla IV., v konstantni symbol
oznacujici Vaclava IV. Symbol O je zde predikdtovym symbolem spojujicim dva ar-
gumenty (v naSem p¥ipadé konstanty k a v). Rikdme, Ze symbol O je zde bindrnim
(dvoumistnym) predikdtovym symbolem. Ve vyrazu

5(2,3,5)

je symbol § terndrnim (trojmistnym) predikdtovym symbolem. MiZeme jej interpre-
tovat napt. jako predikat, ktery fika, ze tfeti argument je souctem prvniho a druhého
argumentu.
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Predikatovych symboli bude v jazyce ovsem vzdy jen kone¢né mnoho. Koneéné mnoho
bude i konstant, které hraji roli vlastnich jmen individui. Kone¢né mnoho bude i funke-
nich symbolu. Prikladem konstanty v jazyce jsou napi. vlastni jména Petr, Pavel, ale
tfeba 1 jména Cisel v matematice, tj. ¢islice 2, 3, 5 apod. Konstanty odkazuji vzdy ke
konkrétnim individuim. K tvorbé jmen individui ovSem slouZzi i funkcéni symboly. To
zname dobfe z matematiky, kde napt. funkéni symbol sin v kombinaci s konstantou m
a pomocnymi symboly umoziuje vytvofit vyraz sin(n), coZ je jméno individua (&isla),
o némz matematik vi, Ze je to Cislo, které jindy oznacuje konstantou 0.

To nas vede k néasledujici induktivni definici termu, neboli jména individua.

Definice 3.1.2 (Termy)

1. Proménné a konstanty jsou termy.

2. Jestlize f je funkcéni symbol a ti,...,t, jsou termy, pak i vgraz f(ti,...,t,) je
term.

3. Zdadné jiné termy nejsou.

Ze symbolu jazyka predikatové logiky a termu a popf. i z pomocnych symbolu, jako
jsou zévorky a oddélovace, tvorime atomické formule takto:

Definice 3.1.3 (Atomické formule)

1. Jestlize P je n-mistny predikdtovy symbol, t1, ..., 1, jsou termy, pak vyraz tvaru
P(ty,...,t,) se nazgvd atomickd formule.

2. Zadné jiné atomické formule nejsou. ?
Na zdkladé atomickych formuli definujeme pojem formule predikatové logiky takto:

Definice 3.1.4 (Formule)

1. KazZdd atomickd formule je formule.

2. Kdyz ¢, ¥ jsou formule, x je proménnd, potom vyrazy =@, @ AN, oV, ¢ = 1,
¢ < Y, (Yo)p a vgraz (3x)e jsou formule (popF. s pomocngmi symboly pro
usnadnéni éteni).

2Jestlize do nageho jazyka patii i rovnost a t;, t» jsou proménné nebo konstanty, pak vyraz t; = t»
je atomickd formule.
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Zadné jiné formule nez ty, které vzniknou podle téchto pravidel, nejsou.

To znamena, Ze t¥ida vSech formuli je nejmensi t¥ida vSech vyrazi splhujicich 1. a 2.

Ptiklad. Vyrazy (Vz)(p = ¢) = ((Vx)e = (Vz)p), (Fz)(Vz)e = (Yy)(3x)1 jsou
formule predikatové logiky, zatimco vyraz (Vz)¢ = neni formule predikatové logiky,
nebot neni sestaven podle pravidel tvorby formuli (nemé rozumny smysl).

Cviceni 3.1.1 Pomoci vyjadiovacich prostredku predikatove logiky zapiste tyto vyroky
prirozeného jazyka:

N S O

. KaZdy reditel mad aspon jednoho podrizeného zaméstnance.

Neni na svété clovek ten, ktery by se zalibil lidem vsem.

Neni pravda, Ze Zadny clen vedeni podniku neni zdroven majitel obligaci a akci-
onar.

Funkce f je spojitd v bodé a. (Navod: To, Ze funkce je v bodé a spojitd znamena,
7e ke kazdému okoli bodu f(a) existuje takové okoli bodu a, ze pro v8echna z
z okoli bodu @ hodnota f(z) padne do okoli bodu f(a).)

Funkce f md v bodé a limitu c.
V kazZdém mésteé je radnice, v néekterych obcich radnice neni.
Eristuje mésto, kam vedou viecky cesty. Jmenuje se Rim.

Jestlize vsichni ucitelé jsou ndrocni a Zadny student nepracuje pilne, pak nékteri
ucitel€ jsou frustrovdni.

Odpoveéd:

Vz3y(R(z) = P(y,x)), kde R(x) znamend, Ze x je feditel a P(y,x) znamend, Ze
y podrizenym zameéstnancem osoby x.

~3zVy((C(z) AC(y)) = L(z,y)), neboli Vz3y(C(x) A C(y) A ~L(z,y)),
—=3z(V(z) A O(z) A A(z)),

Vo) 30aVE(P(x, 04) = P(f(2),05a)))

Vo, 30,Vz(P(z,04) A —x = a) = P(f(z),0.))
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6. Ve(M(z) = R(z)) A Jz(O(x) A =R(z))
7. Aavy((M(z) AC(y)) = V(y, x))

8. (sz(U(x)k:> N(z)) AVz(S(z) = —P(z))) = Jz(U(z) A F(z)),
nebo jina
(Vz(U(xz) = N(x)) A =3z(S(z) A P(x))) = 2 (U(z) A F(z))

Cviceni 3.1.2 Necht K(z) znamend, Ze x je kocka, M(x) znamend, Ze x je mys a
L(z,y) znamend, Ze x lovi y. Vyjddretes co nejlepsi ceskou stylistikou formule

1. Vo (K (z) = —~M(z)),
2. Az (K(x) AN —L(z,y) A M(y)).

Odpovéd: 1. Kocka neni mys. (Kocky nejsou mysi.) 2. Nékteré kocky nelovi mysi.

Cviceni 3.1.3 Formuli pruniho fidu (s rovnosti) vyjddrete, Ze eristuje/existuji

~

alespon jedno
alespon dvé
alespon tri
nejuyse jedno
nejvyse dvé
nejvyse tri
Prave jedno

praveé dvé

© X XSS & e

Prave tri
individuum /individua s vlastnosti F.
Odpoveéd:

1. 3zF(x)
2. zFy(F(z) A F(y) A —(z =)
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3. Ju3y3z (F(z) AF(y) AF(2) A=(xz =y) A—(z = 2) A=(y = 2))

4. JaVy(F(y) = (z =y)) V ~FzF (z)

5. 33Nz (F(2) = (x=2) V (y = 2))) V-3zF(z)

6. FxFy3z Vw(F(w) = (z=w)V (y=w) V (z =w)))V-IzF(z)

7. vy (F(z) A (—(z =y) = =F(y)))

8. JxyVz (F(z) NF(y) A(z =y) A((~(z = 2) A=(y = 2)) = =F(2)))

9. JzAyFz Vw(F(z) NF(y) NF(2) A—(z =y)A—(z = 2) A=(y = 2) A((—(z =
w) A=y = w) A =(z,w)) = —F(w)))

V dalsim budeme potiebovat rozlisit proménné, které jsou wdzdiny kvantifikitory, a
proménné, které jsou mimo dosah kvantifikatoru v dané formuli.

Definice 3.1.5 Rekneme, Ze vyjskyt promeénné x ve formuli ¢ je vazany, kdyz je vijsky-
tem ve formuli tvaru (V) nebo (3x)1p. Proménnd x je vazana ve formuli, md-li v ni
vazany vyskyt. Jinak je volna. Formule ¢ je uzaviend, kdyz neobsahuje volné promeénné.
Formule ¢ je oteviend, kdyZ neobsahuje vizané promeénné.

Priklad 3.1.1 Ve formuli Vo P(x) je x vdzand proménnd a celd formule je tedy uza-
viend. Naproti tomu ve formuli (Vz)P(y) je y volnd proménnd a x je v této formuli
vdzand. Formule (Vx)P(y) tedy neni uzaviend, ale také neni oteviend.

Ve formuli Yx(P(z) A R(y)) je proménnd x vdzand a proménnd y volnd.
Ve formuli 3xVyP(zx,y) jsou obé proménné x iy vdzané.

Formule P(a) V P(b), kde a, b jsou konstanty, neobsahuje Zidné proménné (ani volné),
a je tudiz uzaviend, stejné jako formule (Vx)P(x) obsahujict pouze vdzanou proménnou
x.

Vratme se jesté k samotnym symbolum jazyka predikatové logiky a porovnejme jazyk
predikatové logiky s jazykem vyrokové logiky.

Jazyk predikatové logiky je bohatsi. To je trividlni zjisténi. Je dulezitéjsi si vSimnout
toho, Ze jazyk vyrokové logiky je jen jeden, zatimco jazyku predikatové logiky je mnoho.
To zalezi na tom, jak vybereme mnoziny predikatovych symboli, konstant a funkénich
symbolu. Je nyni zfejmé, ze ma smysl mluvit o tom, Ze jeden jazyk je rozsitenim jiného
jazyka predikatové logiky.
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3.2 Splnhovani a pravdivost

Prozatim jsme popisovali jen forméalni stranku jazyka predikatové logiky bez ohledu
na vyznamy jednotlivych predikati a konstant ve formulich. Piejdéme tedy od tohoto
syntaktického popisu k otazkdm sémantickym.

Budeme se starat o to, jaké vijznamy lze prifadit konstantam a predikatim ve vyrazech
predikatové logiky, a na zdkladé hodnot proménnych zjistovat pravdivostni hodnoty
nékterych formuli. Pro tento ti¢el bude tieba tici néco o relac¢nich strukturach. Zaklad-
nim pojmem pro relacni struktury je pojem relace, proto bude néasledujici odstavec
vénovan relacim.

3.2.1 Relace a jejich vlastnosti

Bindrni relact R mezi mnozinami M, N rozumime libovolnou podmnozinu kartézského
sou¢inu M x N. Tedy R C M x N. Dva prvky z,y jsou v relaci R, kdyz [z,y] € R.
V takovém piipadé piSeme R(z,y) nebo také zRy. Jestlize M = N, fikdme stru¢né, ze
R je binarni relace na M.

Tento pojem muzZeme zobecnit nasledovné: n-drni relaci na M rozumime libovolnou
podmnozinu kartézského souc¢inu M"™. Pak hovorfime o binarnich relacich, kdyz n = 2,
o ternarnich relacich, kdyz n = 3, atd.

Néas v8ak budou zajimat pfedevsim binarni relace a jejich vlastnosti.

Definice 3.2.1 Rekneme, Ze bindrni relace R je

reflexivni, kdyz

Vz R(z,x),
ireflexivni, kdyz
Vo —R(z, ),
totalni (t€Z univerzélni), kdyz
VzVy R(x,y),

prazdna, kdyz
VaVy = R(z,y),

pofadova (téZ seridlni), kdyz
Vz3y R(z,y),



o8

KAPITOLA 3. PREDIKATOVA LOGIKA

symetricka, kdyz
VaVy (R(z,y) = R(y, ),

antisymetricka, kdyz
VzVy (R(z,y) = ~R(y, z)),

dichotomicka (téZ souvisla), kdyz
Vavy (R(z,y) V ~R(y, 7)),

tranzitivni, kdyz

VavVyVz ((R(z,y) A R(y, 2)) = R(z, 2)),
intranzitivni, kdyz

VaVyVz ((R(z,y) A R(y, z)) = —R(z, 2)),
eukleidovska, kdyz

VaVyVz ((R(z,y) A R(z,2)) = —R(y, 2)),
slabé husta, kdyz

VaVy (R(z,y) = 3z (R(z,2) A R(z,9))).

Definice 3.2.2 Relaci, kterd je refliexivni, symetrickd a tranzitivni nazveme ekviva-

lence.

Podrobnéjsi vyklad tykajici se relaci nalezne ¢tenafr v dodatku téchto skript.

Cviceni 3.2.1 Ukazte, zZe

. kazZda totdlni relace je symetrickd, dichotomickd, tranzitivni a eukleidovskd;
. kaZda dichotomickad relace je reflexivni;

. kaZda prazdnad relace je symetricka, antisymetrickd, tranzitioni, intranzitivni, eu-

kleidovskd a slabé hustd;

. kazda symetricka tranzitivni relace je eukleidovskd;

. kaZda reflexivni eukleidovskd relace je symetrickad,
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6. kazdd intranzitivni relace je ireflexivni.

Cviceni 3.2.2 Naleznete priklad relace, kterd je

~

reflexivni a tranzitivni,

ireflexioni a tranzitivnt,

symetrickd a tranzitiond,

antisymetrickd a tranzitivoni,

reflexivni a symetrickd,

symetrickd, reflexivni a tranzitivni (ekvivalence),
reflexivni a eukleidovska,

souwisla ekvivalence,

© % RN S O™ e

ekvivalence, kterd neni souwvisla.

3.2.2 Relacni struktury

Ted zavedeme sémanticky pojem rela¢ni struktury, ktery bude slouzit jako interpretace
teorie v jazyce prvniho radu.

Definice 3.2.3 Rela¢ni strukturou M rozumime libovolnou nepraizdnou mnozinu M
spolu s konecnym poctem operaci a relaci na M. MnozZinu M nazyvime obvykle nosic¢
struktury M.

Prikladem jednoduché rela¢ni struktury je libovolna neprazdnd mnozina s ¢astecnym
usporadanim svych prvku. Nosi¢em struktury je ona mnozina, ¢astené usporadani
jejich prvka je jedinou binarni relaci v této struktufe.

Jinym piikladem zajimavé a pro logiku dulezité rela¢ni struktury je Booleova algebra
na dané mnoziné. Protoze jeji vyznam pro logiku je znac¢ny, vénujeme ji samostatny
odstavec.

Definice 3.2.4 Relacni strukturou pro jazyk J rozumime libovolnou relacni strukturu
M s nosicem M, v niZ kaZdému n-arnimu predikatovému symbolu z jazyka J odpovida
n-darni relace, kazZdému n-drnimu funkcénimu symbolu odpovidd zobrazeni n-tic prvku
z M do M a kaZdé konstante z jazyka J odpovidd prvek z mnoZiny M.

Relaé¢ni strukturu pro jazyk J nékdy nazyvame téz interpretace jazyka J (viz déle).
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3.2.3 Booleovy algebry

Algebrou rozumime libovolnou neprazdnou mnozinu spolu s koneénym poctem operaci
definovanych na této mnoziné.

Nejprve definujeme o néco jednodussi rela¢ni strukturu, kterd se obvykle nazyva svaz.

Definice 3.2.5 Svaz S na mnoziné S je algebra se dvéma bindrnimi operacemi spojeni
a pruseku (oznaceni: U,N ), které spliiuji ndsledugici podminky: Pro kaZdé a,b,c € S
1. (aUb)Uc=aU(bUc)
.(anb)ne=an(bnNec)
.aUb=0bUa

2
3
4.anNnb=>bNa
5. (eUb)Na=a
6

. (anb)Ua=a

Svaz nazveme distributivni, kdyz pro vSechna a, b, ¢ € S navic plati

an(bdUc)=(anb)U(aNc).

Svaz nazveme komplementdrni, kdyz existuji takové dva ruzné prvky 0,1 € S, ze ke
kazdému prvku a € S existuje takovy prvek a € S, ze

aNa=0 a aUa=1.
Prvek @ pak nazyvame komplement prvku a.

Definice 3.2.6 Svaz, ktery je distributivni a komplementdrni, se nazyvd Booleova al-
gebra.

Booleovu algebru muzeme ovsem definovat i pfimo. Booleova algebra je algebra se
dvéma binarnimi operacemi spojeni a pruseku, s jednou unarni operaci komplementu
a dvéma vytcenymi prvky (nulovym a jednotkovym), které splhuji shora uvedené pod-
minky.

Dilezitym pifkladem Booleovy algebry je poten¢ni mnozina P(M) 2 libovolné ne-
prazdné mnoziny M, kde priisek odpovidd mnozinovému pruniku, spojeni odpovida

3Poten¢ni mnozinou P (M) mnoziny M rozumime mnoZinu vSech podmnozin mnoziny M. Pii-
pomefime, Ze potenéni mnoZzina n-prvkové mnoziny mé 2" prvki. KdyZ napf. M = {a,b}, tak

P(M) = {@, {a}a {b}a {aa b}}
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sjednoceni a komplement mnozinovému dopliku, nulovy prvek odpovida prazdné mno-
ziné a jednotkovy prvek odpovida mnoziné M.

Poznamenejme jesté, Ze pojem Booleovy algebry miizeme definovat také jako strukturu
B = [B, <] s ¢astetnym uspoiadanim < definovanym na nosi¢i B struktury B, kdyZ
spojeni resp. prusek dvou prvku z B definujeme rovnostmi:

aUb=0>b, kdyz a < b,
anNb=a, kdyz a <b.

Rikdme, ze ¢astecné usporadani < generuje na mnoziné B Booleovu algebru.

3.2.4 Interpretace

Dosud pro nas byly vyrazy predikatové logiky pouze forméalnimi zapisy bez bliz§iho
vyznamu. Abychom mohli rozhodnout, zda dana formule predikatové logiky je prav-
diva ¢ nepravdiva, musime nejprve interpretovat zékladni terminy (predikatové sym-
boly, funkéni symboly, jsou-li jaké, a konstanty) a formule jazyka. Tato interpretace
by pfitom méla mit tu vlastnost, ze se da jednoznacné rozsitit do interpretace vSech
(i odvozenych) terminu a formuli jazyka v dané struktufe. Znamena to tedy, 7e vSem
vyrazim jazyka postupné prifazujeme objekty konstruované z prvku dané struktury,
kterou chceme pomoci uvazovaného jazyka popsat a zkoumat. Tento proces interpre-
tace formuli nyni popiSeme podrobné;ji.

Necht je dan jazyk J predikatové logiky, tj. seznam konstant, funkénich a predikatovych
symbolu.

Necht M je interpretace jazyka J. Zobrazeni (valuace) val : VAR — M v8ech indivi-
duovych proménnych do univerza M, tj. do nosice struktury M, nazveme ohodnoceni
proménnych v dané strukture. Znamena to, zZe kazdé proménné priradime urcity prvek
z mnoziny M.

Toto ohodnoceni Ize pak jednozna¢nym zpusobem rozsifit na vSechny termy jazyka.

Jestlize M je interpretace jazyka J, val je ohodnoceni proménnych prvky nosice struk-
tury M, pak fekneme, ze formule ¢ je pravdivd v M pro ohodnoceni val (oznaceni:
M E plval)), kdyz plati:

1. Jsou-li ty,...,t, termy jazyka, P je n-arni predikdtovy symbol, pak

M = P(ty,...,t,)[val] pravé tehdy, kdyz [t1[val], ..., t,[val]] € Py, kde Py je
n-arni relace na mnoziné M.

2. Je-li p formule, pak M = —y[val], pravé kdyz neplati M = ¢[val].
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3. Jsou-li ¢ a ¢ formule, pak M = (¢ = ¢)[val], pravé kdyz neplati M = p[val]
nebo plati M = 9[val]. Jinymi slovy, v piipadé, Ze plati M = p[val], tak plati i
M = Ylval] .

4. Je-li x proménna, ¢ formule, pak M = Jxp[val], pravé kdyz pro né&jaké indivi-
duum m € M plati M = p[val(xz/m)].

Definice 3.2.7 Rekneme, e formule ¢ je pravdiva ve struktuie M (oznaceni: M =
@), jestlize pro kazdé ohodnoceni val je M = ¢[val].

Priklad 3.2.1 Necht ¢ je atomickd formule

¢ = P(x)

a necht M = (M,S) je relacni struktura, kde M je mnoZina ptirozengch cisel a S
undrni relace (= vlastnost) byti sudym &islem. Jestlize val : VAR — M je definovdno
predpisem val(x) = 2, pak

M = plval]

(neboli formule ¢ je pravdivd v M pro ohodnoceni val), ale neplati
MEp

(¢ili formule ¢ neni pravdivd ve struktuie M). Snadno totiz nahlédneme, Ze napt. pro
valy(z) = 3, neni ¢ pravdivd v M.

Vsimnéme si, ze plati

M = o, pravé kdyz M = (Vz)p.

Po této pripravé nas nepiekvapi tato definice:

Definice 3.2.8 Formule ¢, kterd je pravdivd v kaZdé strukture M, se nazyva logicky
pravdiva nebo téZ tautologie. (Oznaceni: = ¢).

Priklad 3.2.2 Formule
¢ =Vz(P(z) vV Q()),

je pravdivd ve strukture M = (M, S, L), kde M je opét mnozina pfirozengch cisel, S
vlastnost byti sudym ¢islem a L vlastnost byti lichym ¢islem. Skutecné, kaZdé prirozené
c¢islo je bud sudé nebo liché. Formule vsak neni logicky pravdivd, napt. v relacni struk-
tuire M = (M, S,T), kde M a S jsou jako na zacatku tohoto pFikladu a T je vlastnost
byti délitelny tfemi, pravdivd neni.
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Tautologie vyrokové logiky jsou téz tautologiemi logiky predikatové — je vSak tieba
si uvédomit, ze jde o vyrokové formule nad formulemi predikatové logiky. Dalsimi vy-
znamnymi tautologiemi jsou:

—Vxp & dx-p,
—dzp & V.

Cviceni 3.2.3 1. Necht F' a G jsou jednomistné predikdty, R je dvoumistny predi-
kdt a a konstanta. Pro kaZdou z nasledugicich formuli naleznéte interpretaci, kterd
ukazuje, Ze to NENI tautologie; tj. interpretaci, v niz je formule nepravdivd:

a) Ve (F(a) = F(x))
b) Ve (F(xz) = F(a))
¢) (zF(x)) = F(a)
d) F(a) = VzF(x)
e) AxF(z) = VaF (x)
f) 3x3yR(z,y) = FzR(z, x)
g) Ve (F(z) VG(x)) = (VzF(z) V V2G(2))
h) 3xF(z) A 3zG(x)) = Fz(F(x) AG(x))
i) Ve(F(z) = G(z)) = Jz(F(z) A G(z))
j) VzF(z) = V2G(z)) = Vz(F(z) = G(z))
2. Bud @ libovolnd formule predikatové logiky, x formule neobsahujici x jako wvol-

nou promennou. Presvédcte se, Ze nasledugici formule jsou tautologie predikdtovée
logiky:

a) (Vz)(x = ¢) = (x = (Vz)¢)
b) (Vz)p = (Jz)e
¢c) (Vz)p = —(3z)—¢
3. Nalezenim modelu prokazte, Ze nasledujici mnoZiny formuli jsou splnitelné:
a) {xF(z), Jz—F(x)};
b) {Vz(F(z) = G(x)), Vz(F(z) = -G(z)}.

3.3 Odvozovani v predikatoveé logice

Podobné jako ve vyrokové logice, budeme se nyni zabyvat relaci odvoditelnosti mezi
formulemi predikatové logiky. To, co jiz zndme z vyrokové logiky, samoziejmé s vyhodou
vyuzijeme.
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3.3.1 Axiomatizace predikatové logiky

Podobné jako ve vyrokové logice, budeme se i v predikatové logice zabyvat problémem
axiomatizace. Axiomaticky systém predikatové logiky bude v jistém smyslu rozsite-
nim axiomatického systému vyrokové logiky. To znamend, Ze bude sestavat z axiomii
vyrokové logiky 4, k nimZ pfiddme dva axiomy, které se tykaji kvantifikitor:

Axiom P4 Vzyp = ¢(x/t), kde t je konstanta anebo proménnd, kterd neni volna
v z4dné podformuli formule ¢ (schéma specifikace)

Axiom P5 Vz(p = ¢) = (p = Vz)), pokud = neni volnd ve ¢ (distributivnost
obecného kvantifikatoru vuci implikaci)

Odvozovacimi pravidly budou pravidla vyrokové logiky (modus ponens, substituce a
nahrazeni ekvivalentnich podformuli, a dalsi pravidlo generalizace, podle kterého z for-
mule ¢ pro libovolnou proménnou x odvodime formuli Vzp.

Cviceni 3.3.1 Rozhodnéte, zda plati

FVz(F(x) VvV —F(x)),
FVz-(F(z) = - F(z)),
Ve—F(z) b —VzF(x),

ST S S A I

—E:E—!F(m) F V$F($)
Odpovéd: 1., 3., 5., 7., 8. — ano, 2., 4., 6. — ne.
Cviceni 3.3.2 Otdzka k zamysleni. Vysvétlete v cem jsou nasledugici usudky chybné.

1. Madelain Albrightovd se narodila v Ceskoslovensku. Ceskoslovensko neezistuje.
Tudiz: Madelain Albrightovd neexistuje.

4Musime si byt ale stale védomi toho, Ze jde o vyrokové formule nad formulemi predikatové logiky.



3.3. ODVOZOVANI V PREDIKATOVE LOGICE 65

2. Certi jsou v pekle. Peklo neeristuje. Tudiz: Certi neexistuji.

3. Certi jsou v pohddkdch. Je hodné pohddek. Tudiz: Je hodné certi.

Odpovéd: Existence v téchto prikladech neznamené vzdy kvantifikaci, jde spiSe o pre-
dikat.

Cviceni 3.3.3 Sylogismy. Které z ndsledujicich usudki jsou korektni?

1. Vsichni aritmetici jsou matematics.
Nekteri logikove jsou matematici.
Tudiz
Nekteri logikové jsou aritmetica.

2. Zddné motocykly nejsou automobily.
Vsechny motocykly jsou rychla vozidla.
Tudiz
Neékterd rychla vozidla nejsou automobily.

3. Zddny lékdrnik neni pravnik.
Neékteri ucitelé jsou pravnici.
Tudiz
Nekteri ucitelé nejsou lékdrnic.

4. Nékteri politikové jsou vzdélani.
Neékteri pravnici nejsou politikove.
Tudiz
Neékteri pravnici nejsou vzdélani.

5. Nékteri Svédové jsou protestanti.
Nékteri protestanti nejsou Svédové.
Tudiz
Nekteri Svédové nejsou protestanti.

Odpovéd: 2., 3. ano, 1., 4., 5. ne.

3.3.2 Vlastnosti predikatové logiky

Stejné jako ve vyrokové logice, klademe si i v predikdtové logice otdzku, zda formalni
systém predikatové logiky ma podobné vlastnosti jako systém vyrokové logiky, tj. ptame
se, zda je korektni, bezesporny, uplny, rozhodnutelny apod.
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Na zékladé toho, co uz o predikatové logice vime, je mozné nahlédnout, ze formalni
systém predikatové logiky je

e korektni
e bezesporny

e Uplny

Na rozdil od vyrokové logiky je predikdtova logika obecné nerozhodnutelnd, tj. nee-
xistuje obecny algoritmus, ktery by pro kazdou formuli rozhodoval, zda je tautologii,
kontradikci, anebo jen splniteln4, ale nikoli tautologii. Jak uvidime v dal$§im textu,
rozhodnutelné jsou pouze jisté fragmenty predikatové logiky obsahujici jen urcité typy
formuli.

3.4 Automatické dokazovani

V tomto odstavci se budeme snazit odpovédét na otazku, zda se dokazovani v prediké-
tové logice d4 mechanizovat, a tedy prenechat stroji. Jesté pred tim ale musime vénovat
svoji pozornost dvéma pojmum (a s nimi spojenym proceduram), které pro nas budou
velmi uzitecné pri apravé formuli do tvaru vhodného pro automatické dokazovani.

3.4.1 Prenexni normalni forma a Skolemovy funkce

Nejprve si vSimneme toho, ze kazdou formuli predikatové logiky lze pfepsat do tvaru,
v némz formule zacina vSemi kvantifikatory, které se v ni vyskytuji, a ty jsou néasledo-
vany bezkvantifikdtorovou ¢asti. K tomu ndm poslouzi néasledujici definice.

Definice 3.4.1 (Prenezni normdlni forma) Rekneme, Ze formule ¢ je v prenexni nor-
malni formé, jestlize ma tvar

lela ey annwy

kde symbol Q; zastupuje obecny nebo existencni kvantifikditor, x; je promeénnd a ¢ je
formule neobsahugici Zadné kvantifikdatory.

O formulich predikatové logiky plati, 7e ke kazdé formuli ¢ lze sestrojit formuli ¢’
v prenexni normaélni formé tak, ze

I—go(i)l—gol,
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coz snadno ovéfime indukci podle slozitosti formule .

Obvykly postup pii hledani prenexniho normaélniho tvaru formule je tento:

1. Nejprve se zbavime zbyte¢nych kvantifikitori.

2. Prejmenujeme proménné tak, aby vSechny kvantifikatory vazaly rizné proménné
a zadna proménna pritom ve formuli nebyla soucasné volnou i vazanou promeén-
nou.

3. Eliminujeme spojku ekvivalence podle schematu A < B...(A = B)A(B = A).

4. Negaci presuneme dovnitt a kvantifikdtory doleva podle schemat
—(Vzp)...dz-p
“(p=v)...opAp
(e VY)...(ce A1)
(e AY)... (e V1)
.
a pokud zx se nevyskytuje ve formuli v

(Qzo) V... Qz(p V)

(Qzo) AY...Qz(p AY)

(Qzp) = ... Qx(p = 1)

Y= Quy...(Q(y = ¢)),

kde Q opét oznacuje jeden z kvantifikatora V, 3.

Priklad 3.4.1 FormuliVzP(z) = (JyQ(y) V zR(z)) upravime postupné takto:
VeP(z) = (FyQ(y) V 3z R(2)
VzP(z) = (Jy3z (Qy) V R(2)))

(
Vz(P(z) = Fy3z (Qy) V R(2)))
VzIy3z (P(z) = (Qy) V R(2)))

Cviceni 3.4.1 Naleznéte prenerni normalni formu formuli

1. VzP(z,y) = 3x(Q(z) V R(y, 2))
2. Vx(IyP(z,y) = FxR(y, 2)) = V2Q(z,y)
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3. JaVy(P(z,y) = JzQ(z,))

Odpovéd:

1. Vz3wP(z,y) = ((Q(w) V R(y, 2)),
2. VxayVw(P(z,y) = R(v,2)) = Q(w,v),

3. xVy3z (P(z,y) = Q(z, 2)),

Pro ucely automatizace procesu dokazovani bude navic vhodné odstranit v prenexni
normalni formé vSechny existencni kvantifikdrory. Tim dostaneme generalné uzavie-
nou formuli, takze se pak soustfedime pouze na bezkvantifikitorovou c¢ast formule.
Existenc¢nich kvantifikatoru se zbavime metodou, kterou navrhl norsky logik Thoralf
Skolem. Metoda byla po ném nazvana skolemizaci.

Jestlize tedy formule ma tvar

Vry ... Ve,JyP(xq,..., T4, 1),
pak podminku pro existenci objektu y muzeme chipat jako podminku existence zob-
razeni f, které pro dané hodnoty proménnych z1, ..., z, vybere pozadovanou hodnotu

proménné y. Puvodni formuli s existen¢nim kvantifikitorem tedy muZeme nahradit
formuli

V.. Ve, P(x1, oo Ty f(T1, - -, Zn))-

V pripadé, ze formule zac¢ina existencnim kvantifikdtorem, je véc snadna. Pro existujici
y zvolime néjaké dosud nepouzité jméno — konstantu.

CvicCeni 3.4.2 Naleznete generdlni uzdvér formuli ze cviceni 3.4.1.

Odpovéd:

1. VzP(z,y) = (Q(f(2)) V R(y, 2)),

2. VaeVw(P(z, f(z)) = R(v, 2)) = Q(w,v),

8. Yy(P(a,y) = Q(f(y), f(v)))-
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3.4.2 Automatické dokazovani — klauzule

Jiz jsme dobfte poznali, ze klasickd odvozovaci pravidla jsou pro strojové dokazovani
zcela nevhodna. Budeme proto hledat jinou cestu, a k tomu vyuzijeme princip vyvra-
cent, ktery formulujeme takto:

Tvrzeni 3.4.1 Uzaviend formule ¢ vyplyvd z teorie T prdvé tehdy, kdyz T U {—¢} je
nesplnitelna neboli kontradiktorickd.

Metoda odvozovani bude tedy spocivat v tom, ze misto toho, abychom hledali pfimy
dukaz formule, budeme se snazit vyvratit negaci dokazované formule. K tomu bude
vyhodné vSechny formule, s nimiz budeme pracovat, nejprve prevést do tvaru, ktery
je 1épe prizpusobeny strojovému dokazovani. Takovy tvar formule budeme nazyvat
klauzuldrni a formuli v klauzularnim tvaru nazveme klauzuli.

Definice 3.4.2 Klauzule je literdl nebo disjunkce literdali. Literal je atomickd formule
nebo jeji negace. Mezi klauzule z dobrych technickiyjch duvodi Tadime i prazdnou klau-
zuli, kterou obvykle znacime symbolem 0.

Prikladem klauzuli jsou formule:

—P(f(z),a)

Qg(x,y)) vV P(z,y)

Jak ziskdme klauzulirni tvar formule?

1. Formuli nejprve pfevedeme do prenexni nomélni formy, tj. do tvaru kdy vSechny
kvantifikitory jsou na zac¢atku formule (prefix), ktery je néasledovan bezkvantifi-
katorovou ¢asti (matici).

2. Vytvotime disjunktivni tvar matice, coz je znalost zalozena na vyrokové logice.

3. Skolemizaci eliminujeme existen¢ni kvantifikatory. (Formuli 32VyP(z,y) nahra-
dime formuli YyP(a,y) a formuli Vy3zP(z,y) nahradime formuli VyP(f(y),v).
Skolemova funkce zde pfimo reprezentuje objekt, o jehoz existenci mluvi puvodni
formule.)

4. Vynechame obecné kvantifikatory.
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Pro libovolnou mnozinu K klauzuli ted definujeme Herbrandovo® univerzum nad jazy-
kem mmnoziny klauzuli K, které poslouzi jako model.

Definice 3.4.3 Necht K je mnozina klauzuli. Herbrandovo univerzum H(K) je mno-
zZina vyrazu, kterd obsahuje:

1. Vsechny individudlni konstanty z K.

2. Jestlize termy tq,. .., t, € H(K), potom pro kaZdou n-drni funkci f € K je term
fty, ... t,) € H(K).

3. Jiné proky v H(K) nejsou.

Poznamenejme, ze do Herbrandova univerza vstoupi i symboly, které se do K dostaly
v podobé Skolemovych funkci. Protoze se Herbrandovo univerzum sklada z termu, je
obvykle nekonecné, pouze tehdy, kdy jazyk neobsahuje zadné funkéni symboly, je pocet
prvki univerza kone¢ny, nebot pocet konstant jazyka je vzdy (podle definice) koneény.

Dilezitym tvrzenim pro automatizované dokazovani je nasledujici véta.

Tvrzeni 3.4.2 (Herbrandova véta) MnoZina formuli v klauzuldrnim tvaru je nesplni-
telnd prave tehdy, kdyzZ existuje konecnd mnozina zdkladnich jejich klauzuli, kterd je
logicky spornd.

Piiklad 3.4.2 Necht T = {Vz(P(z) = Q(x)),Vy(P(f(y))}, ¢ = Yy(Q(f(y))). Otdz-
kou je, zda plati T + ¢.

K tomu je treba dokdzat nesplnitelnost mnoziny

K = {Va(P(z) = Q(z)),Yy(P(f(y))), VyQ(f(y))}-

Treti formuli z mnoZiny K muzZeme ekvivalentné prepsat na formuli 3y—Q(f(y)) a ddle,
pouzitim Skolemovy konstanty na formuli =Q(f(a)). Klauzuldrni tvar mnoZiny K pak
bude nasledugjict

{=P(x) v Q(z), P(f(y)), ~Q(f(a)) }

a Herbrandovym univerzem bude nekonecnd mnoZina obsahugici termy
{a, f(a), f(f(a)),...}. Z Herbrandova univerza mnoziny K a z predikditu P, Q uZitjch
ve formulich mnoziny K, vytvorime sémanticky strom pro mnozinu K :

5Herbrand byl francouzsky logik, jehoz vysledky ze tficatych let byly vyznamnym piispévkem
k tvahdm o moznostech automatického dokazovani formuli.
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Obréazek 3.1: Sémanticky strom
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Takto vytvoreny sémanticky strom je vSak velmi slozity, proto byly hledany jiné, vy-
poctové jednodussi, metody. V roce 1965 J. A. Robinson [54] nalezl metodu, kterd byla
nazvana rezolucni metodou® a kterou podrobnéji popiSeme v nésledujicim odstavci.

3.4.3 Rezolu¢ni metoda odvozovani

Idea rezolu¢niho odvozovani spo¢iva v tom, ze k puvodnim klauzulim budeme vhod-
nym zpusobem pridavat i odvozené klauzule, a tim urychlovat vypocet. Nejprve ji
vylozime na jednoduchém piikladu. Pfedpoklddejme, Ze mnozina formuli (klauzule)
{=P(z),Q(x)} je splnéna v interpretaci i. Pak v téZe interpretaci je splnéna kazda jeji
instance, a tudiz i klauzule {=P(f(a)),Q(f(a))}. Avsak literdl Q(f(a)) nemuze byt
splnén soucasné s tieti klauzuli {=Q(f(a))}, a tudiz musi byt splnén literdl =P (f(a)),
a proto jej muzeme pridat k na§im tfem vychozim klauzulim.

Znovu vytvorime sémanticky strom,

Obrazek 3.2: Novy sémanticky strom

ze kterého ihned vidime, Ze spor byl nalezen o jednu uroven vyse.

6Né4zev metody je odvozen z angl. resolution, coz zde lze prelozit slovy nové feseni.
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Odvozeni lze znazornit schematem:

~P@)VQ(z), —Q(f(a))
~P(f(a))

Klauzuli =P(f(a)) nazyvame rezolventou dvou hornich klauzuli. Rezolu¢ni pravidlo tak
kombinuje substituci, modus ponens a ruzné druhy tautologii.

Piiklad 3.4.3 Mnozina ctyr klauzuli
{P(z),Q(=)},

{=Q(f(2))},

{(=P(f(2)), R(2)},

{(=R(w)}

je nesplnitelnd, jak je patrno z Obr. 3.3.

{=Q(f

\/W i
N g
N

Obrazek 3.3: Rezolucni strategie
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Piiklad 3.4.4 (viz [14]) Vyjdeme z téchto péti turzeni o zlocinech, zlocinnosti a zlo-
cincich:

~

. KazZdy zlocin je nekym spdachdn.
2. Pouze zlocinci pdchagi zlociny.

3. Pouze zlocinci jsou uvézneénsi.

BN

. Zlocinc, kteri jsou uvéznéni, nepdchaji zlociny.

O

. Byl spachan aspon jeden zlocin.

Chceme dokdzat, Ze z téchto péti vyroku plyne vyrok

¢ = Existuji zlocinci, ktefi nejsou uvéznéni.

Nejprve vsechna tvrzeni formalizujeme. Symboly Zn,Z,U budou oznacovat po tadé
jednomistné predikdty zlocin, zlo¢inec a uvéznén a symbol P bude oznacovat dvouar-
gumentovy predikat x pachd y. Formalizovand tvrzeni budou pak mit tento tvar:

1. Vx(Zn(z) = JyP(y, 1))

2. VaVy((Zn(z) A P(y,z)) = Z(y))

3. Vy(U(y) = Z(y))

4- Vy((Z(y) ANU(y)) = —~Fz(Zn(z) A P(y, 7))

5. Azx(Zn(x))

K téemto formulim pridame negact vyroku o, tj. formuls
—3y(Z(y) A=U(y))
a budeme dokazovat jejich nesplnitelnost.

Vsech sest formuli nejprve prevedeme do klauzuldrni podoby a nesplnitelnost prokdzeme
odvozenim prazdné klauzule.

Klauzuldrni podoba vijchozich formuli je (s vyuZitim Skolemovy konstanty v 5. formuli)
tato:

1. =Zn(x) VvV P(f(x)),x)
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~Zn(z) VvV —P(y,z) V Z(y)
Uly) vV Z(y)
U(y) vV —~Zn(z) V =P(y, )

SUEECIEE N
N
NS
N—

a prazdnou klauzuli odvodime v téchto krocich

7. P(f(a),a) z formuli 1 a 5.

8. ~Zn(a) V Z(f(a)) z formuli 7 a 2.

9. Z(f(a)) z 8 a 5.

10. ~Z(f(a)) V =U(f(a)) V ~Zn(a) 2 formuli 4 a 7.
11. ~Z(f(a)) V ~U(f(a)) z 10 a 5.

12. ~U(f(a)) 2 11 a 9.

18. <Z(f(a)) ze 12 a 6. A konecné

14. 02134 9.

V obecném piipadé vSak generovani vsech moznych rezolvent pfesahuje i moznosti po-
¢itace. Jsou proto studovany rozmanité heuristiky a strategie zjemnovani — vybiraji
se jen nékteré rezolventy, nebo se pouziva vhodného usporadani klauzuli k urychlo-
vani vypoctu. Jsou pouzivany téz statistické metody odvozovani, z hlediska pocitacové
realizace jde nejcastéji o interaktivni metody.

Cviceni 3.4.3 A na zdver kapitoly opet nekolik kontrolnich cviceni.

1. Necht R,S jsou predikdtové symboly, f funkcni symbol. Které z nasledujicich
vyrazu jsou a které nejsou spravné utvorenymi formulemi predikdtove logiky?

a) S(z, f(y)) & R(y, )
b) S(S(y),z) = R(y, )
c) R(z,y) VvV S(y,Vz(R(z, 2))

Odpovéd: a) ano, b), c) — ne.
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. Formuli pruniho radu vyjadrete, Ze existuji aspon ti individua, ktera magi viast-

nost P, pravé kdyZ nemaji vlastnost R.

Odpovéd: dz3dy3z ((—-P(z) & —R(z)) A(—P(y) & —R(y)) A (—P(z) & —R(2)) A
AN #£YyNy#z Nz #2).

. Je pravda, Ze kazdd nepravdivd formule PL je nedokazatelnd?

. Rozhodnéte, které dvojice formuli jsou ekvivalentni:

a) VzQ(z), 3r(~Q())

b) ~(=(P(z) v Q(2))), —(=P(x) A—Q(z))

¢) (P(z) = (Qz) = P(z)), (P(z) = Q(z)) = (Q(z) = P(z)))
Odpovéd: a), b) ano; c) ne.

. Formalizujte ndsledujici isudky a rozhodnéte, zda jsou logicky spravné (korektni):

a) Vsichni Cesi piji pivo. Nékteri pijdci piva jsou gurmdni. Tudiz: Neékteri Cesi
jsou gurmdni.

b) Nékteri Cesi nepiji vino. Nékteri pijdci vina nejsou gurmdni. Tudiz: Nékteri
Cesi nejsou gurmdni.

Odpovéd:

a) Vz(C(z) = P(z))
dz(P(z) A G(x))
tudiz
dz(C(z) A G(x)).
Tento usudek neni logicky korekini. Muzeme se o tom presvedcit napr. Ven-
novym diagramem.

b) Jz(C(z) AN —P(x))
Az(P(z) A -G(x))
tudiz
Az(C(z) A ~G(z)).

Rovnéz tento usudek neni korekini.

. Rozhodnéte, které z ndsledugicich formuli PL jsou oteviené, které jsou uzavrene,

popr. ani oteviené ani uzaviene:
a) Vz(P(z) = VyQ(y))

b) Vy(P(z) = VzQ(y))

¢) Vz(1 > 0)

a) uzaviend, b) ani uzaviend, ani oteviend, c) uzaviend.
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7. Kdyz reflexivnost bindrni relace R znamend, Ze YxR(x,z), co znamend, Ze R

10.

11.

12.

neni reflexivni?
Odpovéd: Znamend, Ze ~VxR(z,z) a tedy, Ze Ix—R(x, x).

Kdyz ireflexivnost relace R znamend, Ze Vz—R(x,x), co znamend, Ze R neni
ireflexioni?

Odpovéd: Znamend, Ze ~Vx—R(z,z) a tedy, Ze Ix——R(x,z) a tudiz 3xR(z,z).
Poznamka: 7 predchozich dvou pFikladu plyne, Ze nereflexivnost a ireflerivnost
jsou ruzné relace.

Pro kaZdou z nasledujicich formuli najdéte vZdy interpretaci, kterd ukazuje, Ze
dand formule neni logicky platnou formuli, tj. naleznéte interpretaci, v niz je
dand formule nepravdivd:

(P, Q jsou jednomistné predikdty, a je konstanta).
a) P(a) = VzP(x)

b) zP(x) = P(a)

¢) GzP(z) V Q(z)) = (VaP(z) vV VzQ(x))

d) (3zP(z) A 32Q(x)) = Fz(P(x) A Q(z))

e) dzP(x) = Yz P(x)

f) Fx(P(z) A Q(x)) = Fx(P(x) A —Q(x))

g) Vz(Q(z) = P(z)) = 3z(P(z) A Q(x))

Co znamend, Ze formule predikdtové logiky je nedokazatelnd?
Je pravda, Ze formule Vy3zR(z,y) a FxVyR(z,y) jsou ekvivalentni?

Odpovéd: Nikoli. MiZeme se o tom presvédcit nalezenim vhodné interpretace pro
predikdt R(z,y). KdyZ napr. vyraz R(x,y) budeme ¢ist jako x < y na mnoziné
prirozengch cisel, tak proni formule 7ikd, Ze ke kazZdému prirozenému cislu exis-
tuje cislo mensi, zatimco druhd formule Tikd, Ze existuje takové prirozené cislo,
Ze vechna ostatni prirozend cisla jsou vétsi. (Takové pFirozené cislo se obuvykle
nazyvd nula.)

Jing priklad: Kdyz vjraz R(xz,y) budeme Cist jako "z je predkem y” mezi lidmsi
(anebo "y je potomkem z”), tak pruni formule Fikd, Ze kaZdy cloveék md aspori
jednoho predka, zatimco druhd 7ikd, Ze existuje takovy clovék, Ze vsichni lid€ jsou
jeho potomci. V jedné tradici se takovy clovek nazyvd Adam. V téZe tradici je ale
prunt formule dokonce nepravdivd.

Necht P, Q jsou predikdtove symboly, ¢ konstanta. Které z nasledugicich formuli
predikdtove logiky nejsou tautologie?
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a) JxP(z) = VaP(z)

b) VxP(z) = -3z P(z) V P(c)
¢) Vx—P(z) = —3JzP(x)
Odpovéd: a).

Necht P,Q, R jsou predikdtové symboly, ¢ konstanta. Rozhodnéte, kterd z ndsle-
dugicich teorii je bezespornda:

T1 = {3zP(z), FzQ(x), -FzR(z)}

T2 = {VaP(z), Vy=P(y), Vz (P(2) V =P(2))}

T3 = {Vz(P(z) = Q(z)), ~P(c), Q(c)}

T4 = {Vz(P(z) = Q(z)), ~Iy(~Q(z))}

T5 = {~(vVz(P(z) = Q(z))), Vz P(z), (VyP(y)) = VyQ(y))}

T6 ={-P(c), ~F2Q(z), V(P(z) = Q(z))}

T7 = mnozina vSech formuli predikdtovée logiky
T8 =10

T9 = {=VzP(z), Iy(=P(y)}

T10 = {p; ¢ = atomicka formule}

T11 = {p; ¢ = negovand atomicka formule}
T12 = {p; ¢ = libovolna formule}

T13 = {Vz(P(x) = —P(x))}

T14 = {Vz(—P(x) = P(z))}

T15=T13UT14

Odpovéd: T5,T7,T12,T15 sporné, ostatni bezesporné.

Je pravda, Ze kazdy model formule 3x3y(P(x) AQ(y)) obsahuje asporni dva prvky?
Uvedte duvody.

Odpovéd: Nikoli. Formule muze byt spinéna i v jednoprvkové interpretaci. Snadno
nalezneme interpretaci, v niz je formule splnéna, ale plati pritom x = y.

Necht P, Q) jsou predikdtové symboly, ¢ konstanta. T = {Vz(P(z)VQ(z)),~Q(c)}
je teorie. Rozhodnéte, zda plati

a) TH P(c)VQ(c)
b) T +VyP(y)

Odpovéd: a) ano, b) ne.
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16.

17.

18.

V jazyce PL zapiste véty:

a) Kazdy student znd aspoti jednoho ucitele, ktery ho neudi.

b) Zdadny dobry ucitel nenadriuje Zddnému Zdku.

Odpovéd:

a) VzIy(S(z) AU(y) A Z(z,y) A=V (y, )

b) ~3x3Fy(D(z) A Z(y) A N(y,z)) neboli

Vavy((D(z) A Z(y)) = —N(y, )

Necht P(z,y, z) je terndrni predikdt. Naleznéte intepretaci (model), v nizZ je for-
mule

a) Jx3yvz P(z,y,z),

b) VaVy(P(z,y) = P(y,z))

pravdivd, a jinou interpretaci, v niz je nepravdivd.

Odpovéd: Ad a) Priklad pravdivé interpretace: na uzavieném intervalu |a, b|,
P(z,y,2) znamend z < y < z.

Priklad nepravdivé interpretace: stejnd relace na mnoziné prirozenych cisel.

Ad b) Priklad pravdivé interpretace: P(x,y) ¢ti “c = y na mnoZiné pfirozengch
cisel” anebo “x je primka rovnobéznd s primkou y”.
Priklad nepravdivé interpretace: P(x,y) ¢ti “x < y na mnoZiné pFirozenych ¢i-

sel”.

Jisté najdete mnoho jingch pravdivgch interpretaci (modeli) dangch formuli i
mnoho nepravdivych.

Rozhodnéte, ktery z ndsledujich tri usudku je logicky korektni:

a) Tato kniha md asponi 300 stran. TataZ kniha md nejuyse 200 stran. Tudiz: je
to velmi zajimavd kniha.

b) Tato kniha md aspori 300 stran. Tatdz kniha md nejuyse 200 stran. Tudiz: je
to velmi nezagimavd kniha.

¢) Tato kniha md aspon 300 stran. Tatdz kniha ma nejvyse 200 stran. Tudiz: dnes
je krdasne.

Odpovéd: Vsechny tii dsudky jsou z logického hlediska korektni, protoZe premisy
(piedpoklady) nemohou byt nikdy splnény soucasné, a protoze zdavér musi bijt
pravdivy vZdy, kdyZ premisy (predpoklady) jsou nepravdivé, tak zde zdvér miuze
byt libovolny).
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19. Kterd z ndsledujicich pravidel odvozovdni jsou korektni?
P(x)
@) VzP(x)
P(z)=Q(z)
VzP(z),VzQ(z)
%) %(P)=0 ()

Odpovéd: a), b), ¢) ano.




Kapitola 4

Formalizované teorie a jejich
vlastnosti

4.1 Logicka struktura teorii

Ted uz mame dostatek materidlu na to, abychom se mohli vénovat obecnym vlastnos-
tem teorii formulovanym jak v teoriich prvniho ¥adu, tak v jinych (formalnich) jazycich.
Proto v této kapitole pojedname o logické struktute teorii. Teorie budeme chépat jako
mnoziny formuli.

Teorie jsou systemizované poznatky. Jedny poznatky souviseji s jinymi, nebo dokonce
celé mnoziny poznatku souviseji s jinymi mnozinami poznatki. Chceme-li sdélit svoje
poznatky, pouzivame jazyka. V predchazejicich odstavcich o vyrokové a predikatové
logice jsme se mohli presvédcit, ze je tzka souvislost mezi faktickym obsahem nasich
tvrzeni a jejich jazykovym vyjadfenim. Jazyk J je dan, kdyZ je ddna mnozina vSech
vyrazu (formuli) F', néjakd mimojazykova oblast pfedmétu M (kterou jsme si zvykli
nazyvat struktura pro jazyk J, a nakonec jesté relace interpretace, kterd uvadi do
vztahu vyrazy jazyka J (tj. formule z F) a pfedméty, o nichz je Ye¢, tedy objekty
ze struktury M. Vidéli jsme také, ze chceme-li hovofit o logické vystavbé néjakého
systému poznatki, stac¢i ¢asto brat v tivahu pouze formalni vlastnosti vyrazu, tzn. Ze
muzeme odhlédnout od mnoziny vyznamu a od zamyslené interpretace. Pak fikame,
ze studujeme syntaktickou stranku teorii, ostatni aspekty jsou pak zalezitosti séman-
tickeého, popr. pragmatického zkoumani.

Definice 4.1.1 Je-li ddina mnoZina F vsech sprdvné utvorenych formuli jazyka T,
rekneme, Ze libovolnd neprazdnd mnozina T je teorii v jazyce J, kdyZ T je podmnoZinou
F.

81
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Logik se tedy nezajiméa o to, jak teorie vznikla, o ¢em mluvi, zajima se pouze o logické
souvislosti mezi formulemi (vétami), z nichZ teorie sestava, a chce poznat vzajemné
souvislosti mezi tvrzenimi teorie. Jde mu predev§im o to, zda z tvrzeni dané teorie
nevyplyva spor, zda existuje model dané teorie, prfipadné jaké jsou vztahy mezi vSemi
modely teorie apod.

Pro¢ vytvarime teorie? Divody mohou byt ruzné. Kdyz napi. prirodovédec navrhuje
néjaky experiment, ¢ini tak proto, aby ovéfil své hypotézy, které formuloval na zdkladé
které ucinil pfedmétem svého zajmu. A je pfitom samoziejmé, Ze nekonstruuje slozité
pokusy k tomu, aby nalezl jiz dobie zndmé skutec¢nosti nebo fakta, ktera z nich dedukci
vyplyvaji. Vzdy se pochopitelné snazi myslenkovymi postupy predem se dovédét co
nejvice o studovaném jevu, aby mu vysledek experimentalni ¢innosti prinesl maximum
uzitku. Fyzika tohoto stoleti dovedla tuto snahu v podobé myslenkového experimentu
do cisté podoby. Jaké jsou ovSem zaruky, Ze myslenkové pochody, které realizujeme
ve védé (a nejen ve védé), jsou spravné? Jak se muzeme zabezpecit proti chybnym
usudkim, proti nimz rozhodné nejsme imunni?

Jiz prosty trénink v logickém usuzovani zmiiZze mnoho. Avsak vzdy jesté ¢as od Casu
vznikaji situace, kdy prosta divéra v tzv. zdravy rozum nevede k cili. Vzdyt napft. fyzika
se paradoxy jen hemzi. Proto se v nasledujicim odstavci budeme vénovat formalnim
systémum detailnéji. Budeme si ovSem stale védomi toho, Ze teorie formalnich systému
neni jen samoucelnym rigoréznim matematickym popisem, ale ze jeji role je z velké
¢asti epistemologickd. Lze totiz pozorovat, ze rozvoj urcité védni discipliny mé tzkou
souvislost pravé se stupném formalizace dané discipliny. V matematice je to ziejmé, ve
fyzice a informatice patrné. Formalizace ¢i matematizace ale postupné zasahuje i do
dalsich prirodnich véd jako je napf. biologie (velmi vyrazné je to napi. v genetice), ale
i do spolecenskych véd, véetné véd ekonomickych.

4.2 Formalni systémy

Abychom si navzdjem rozuméli, musime chapat jazykové vyrazy, které pouzivame pii
sdélovani (komunikaci). K tomu, abychom rozuméli jazykovym vyrazim, musime védét,
jak z dané sady zakladnich symbolu vytvaret slozitéjsi vyrazy, tzn. Zze musime umét
rozeznavat dobie utvorené vyrazy daného jazyka od ostatnich nahodile vytvorenych
posloupnosti symboli z dané sady, z dané abecedy.

Budiz déna kone¢na' neprdzdnd mnoZina A symboli (abeceda). Symbolem A* ozna-
¢ime mnozinu vS8ech kone¢nych posloupnosti symboli z abecedy A a nazveme je vyrazy
nebo také slova v abecedé A nebo nad abecedou A. Mezi vyrazy patii i prazdny vyraz,

1'Vétsina nasich Gvah z tohoto odstavce bude platit i v piipadé nekoneénych, ale spocetnych abeced.
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ktery, bude-li tfeba, oznac¢ime symbolem .

Kdyz napt. A = {0,1} je dvouprvkova abeceda, tak do mnoziny vSech vyrazi patii
mj. vyrazy: 0,1,01101,11101, prdzdny vyraz A, a samoziejmé i nekonecné mnoho dal-
Sich vyrazu. P¥ipomenme si, Ze tfida A* vSech vyrazu nad abecedou A (tfeba i jen
jednoprvkovou) je vzdy nekone¢na.

Definice 4.2.1 Formalni jazyk je libovolnd (rekurzivni?) mnoZina J C A*.

Uvedme piiklady riznych formalnich jazyka nad abecedou A = {0, 1}:

Jy={0,1}

Jp = {1,11,111, 1111}

T3 =10

Ji = {111...1(n-krdt);¥n € N}
Js = A*

Js = {\}

Kdyz mnozina dobfe utvofenych formuli je rekurzivni, muZe byt vymezena pomoci
produkénich pravidel (gramatikou).

S pravidly pro konstrukci spravnych formuli jazyka jsme se seznamili jiz d¥ive, proto
si tato pravidla nyni pfipomeneme formou cviceni.

Cviceni 4.2.1 Definujte formdlni jazyk vyrokové logiky a formdini jazyk predikdtove
logiky.

Mnozina aziomi A C F bude libovolnad neprazdna rekurzivni mnozina formuli.

Odvozovaci pravidla, nékdy téz nazyvana pravidla inference, jsou rozhodnutelné pre-
dikaty definované nad mnozinou vSech dobfe utvofenych formuli. Budeme vzdy pted-
pokladat, ze odvozovacich pravidel je kone¢né mnoho. Ze sémantického hlediska je
dulezité, aby tato pravidla byla korektni, tj. aby od pravdivych premis vedla k pravdi-
vym zavérum.

2Pojem rekurzivni mnoZiny je matematickou precizaci vy¢islitelné mnoziny, tj. mnoziny vy&islitelné
(poditacovym) programem. Podrobnéji se s rekurzivnimi mnozinami a rekurzivnimi funkcemi muze
Ctendfl seznamit napf. v knize Manna, Z.: Matematick4 teorie programi. SNTL, Praha 1981.
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Dosavadni znalosti teorii v jazyce predikatové logiky ted muZeme rekapitulovat tak,
abychom vidéli, ze jde o zakladni pojmy, spole¢né fadé rozmanitych realizaci.

Teorie prvniho fadu je mnozina formuli konstruovanych ve shodé s pravidly tvoreni for-
muli predikatové logiky, jak jsme je definovali v predchozi kapitole. Pro teorie prvniho
radu je charakteristické, ze kvantifikoviny mohou byt pouze individuové promeénné,
nikoli predikaty, nemuzeme v nich formulovat napt. tvrzeni, které se tyka vSech vlast-
nosti nebo v8ech vztahu. Mezi formule prvniho fadu tedy nepatii napft. takové vyrazy
jako

VP3QVz(P(z) & Q(z)),
z =1y e VP(P(z) & P(y)),

kterym moznda dobfe rozumime, ale nemuzeme s nimi zachazet stejné jako s formulemi
prvniho fadu. Jsou to formule jazyku vyssich fadia. V obou vySe uvedenych prikladech
se kvantifikuje pres predikaty, zatimco my vime, Ze v jazyce prvniho fadu lze kvantifiko-
vat pouze pres proménné individui. Logické systémy vyssich fadu jsou také studovany,
jsou ale mnohem komplikovanéjsi, jen malo vlastnosti takovych systémi je dobie ucho-
pitelnych (tj. rozhodnutelnych, efektivnich apod.). Teorie vyssich fadu tak vychéazeji
za ramec této publikace. Je vSak tfeba poznamenat, ze vyjadiovaci prostiedky teorii
prvniho fadu jsou natolik bohaté, ze v béznych situacich jde o akceptovatelné omezeni.

Vratme se proto k teoriim prvni fadu a pripomenme nékteré pojmy dilezité z metodo-
logického hlediska.

Dukazem formule ¢ rozumime takovou kone¢nou posloupnost formuli daného jazyka, ze
kazda formule je bud axiémem, nebo je ziskdna z predchozich formuli pomoci néjakého
odvozovaciho pravidla, a posledni formule v posloupnosti je ¢. Kdyz k dané formuli
existuje dukaz (ale nemusime ho znat), fikame, ze formule je dokazatelnd. Presvédéili
jsme se jiz, 7ze k dané dokazatelné formuli miZe existovat poptipadé i vice dukazi,
dokonce nekone¢né mnoho. Riizné dikazy mohou mit i riznou délku.

Rekneme, 7e mnozina formuli X je deduktivni systém, kdyZ je uzaviena na dusledky,
tj. kdyZz je rovna mnoziné vsech svych dusledku, nebo jesté jinak, kdyz se odvozovanim
jiz nedaji ziskat zddné formule, které by v X jiz nebyly obsazeny.

Vsimnéme si, Ze tato definice ma tu prednost, Ze se opira pouze o pojem dusledku, a Ze
je tedy pouzitelna pro jakykoli formalni logicky systém, ktery je definovan nad libovol-
nym jazykem. Podobné i pojem bezespornosti mnoziny formuli l1ze definovat v takové
obecnosti, zZe neni tfeba se odvolavat na symboly pouzivané v daném jazyce. Proto
fikdme, Ze mnozina formuli X daného jazyka je bezesporna, kdyZz mnozina vSech jejich
dusledki je rizna od mnoziny vSech spravné utvorenych formuli daného jazyka. Jinak je
sporna. Jinymi slovy, bezespornost v tomto smyslu znamend, 7e existuji formule, které
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nejsou z mnoziny X dokazatelné. Je to i pfirozena definice, protoze teorie, ve které je
dokazatelné cokoliv, je jisté ponékud podivna a pro usuzovani bezcenna. Vidéli jsme
jiz, ze bezespornost teorie prvniho fadu zaroven znamend, Ze v ni neni dokazatelnd
zéddné formule spolu se svoji negaci. Pfednost prvni definice v§ak spoc¢iva v tom, Ze je
pouzitelnd i v pripadé jazyku, které negaci neobsahuji.

Nakonec jesté pripomeneme pojem deduktivné tplné mnoziny formuli. O mnoziné for-
muli X jazyka J fikdme, Ze je Giplnd, kdyZ kazda jeji nadmnozina (tj. takovd mnoZzina
Y,% X CY AY # X) je sporna. Uplné mnoZiny jsou tedy maximalni bezesporné
mnoziny v ¢astecném usporadani daném inkluzi. K deduktivné iplné mnoziné formuli
nelze zadnou novou formuli bezesporné pridat.

O téchto metodologickych pojmech plati fada uziteénych tvrzeni, jejichz platnost neni
prili§ obtizné ovérit, a kterd jsou velmi dilezita pii vystavbé specidlnich formalizova-
nych teorii.

Necht X C F, kde F' je mnozina vSech spravné utvorenych formuli daného jazyka 7.
Potom plati

Tvrzeni 4.2.1 Mnozina vsech disledki libovolné mnoZiny formuli X je deduktivni sys-
tém, nebot je sama jiz uzaviena na logické dusledky.

Tvrzeni 4.2.2 KaZdd uplnd mnoZina formuli je deduktivni systém.

Pro kazdou mnozinu formuli X je tedy mnozina vSech jejich dusledki deduktivnim
systémem.

Tvrzeni 4.2.3 Prunik ani sjednoceni dvou ruzngch deduktivné dplnych mnozin nejsou
uplné mnoziny.

Toto tvrzeni je zfejmé z toho, co jsme konstatovali vyse, totiz ze iplné mnoziny formuli
jsou pravé maximalni bezesporné mnoziny.

Tvrzeni 4.2.4 KaZdd cast bezesporné mnoziny je bezespornd. Prinik dvou bezespor-
nych mnozin je opét bezespornd mnozina.

Poznédmka. Sjednoceni dvou bezespornych mnozin ovSem jiz nemusi byt bezesporna
mnozina. O tom se ihned presvéd¢ime, kdyz napf. jedna z mnozin bude obsahovat
formuli ¢ a druhd formuli —¢.
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Tvrzeni 4.2.5 (Lindenbaumova véta) Ke kazdé bezesporné mnoziné formuli X exis-
tuje uplnd mnoZina formuli obsahugici X.

Tvrzeni Lindenbaumovy véty je vSak uz netrividlni v tom smyslu, ze vyzaduje dosti
silnych dokazovacich prostfedku z teorie mnozin, specialné se k diukazu pouziva tzv.
Zornova lemmatu,

4.3 Teorie prvniho rfadu a modely formalizovanych
teorii

V tomto odstavci budeme uvazovat o rela¢nich strukturach, které maji tu vlastnost,
7e v8echny formule dané teorie T jsou v nich pravdivé. Takové struktury, jak vime,
v logice nazyvame modely dané teorie.

Necht tedy M je rela¢ni struktura pro teorii 7. Ta je modelem teorie T', kdyz kazda
formule ¢ € T je pravdivda v M, tj. M E .

Je zfejmé, 7e mohou existovat teorie, které maji vice nez jeden model.3

O teoriich, které maji (az na izomorfizmus) pravé jeden model, fikdme, Ze jsou katego-
ricke.

Zajimava a velice dilezita je otazka, zda existuji teorie, které nemaji zadny model.
Takové teorie jsou, jak vime z predchazejicich kapitol, v jistém smyslu bezcenné, protoze
formule takové teorie nelze splnit souc¢asné. Dulezité ale je, Ze je nelze splnit soucasné.
Kazda formule sama o sobé vSak splnitelna byt muze.

Pro jistou, dosti Sirokou tfidu teorii lze ovSem ukazat, ze plati dilezitda Gddelova véta
o tom, ze teorie 7' ma alespon jeden model pravé tehdy, kdyz je bezesporna. Bezespor-
nost je tedy v logice chapana jako uskutec¢nitelnost. Nalezenim libovolného sémantic-
kého modelu teorie prokazujeme jeji bezespornost. Co je bezesporné, je uskutec¢nitelné
a naopak, co je uskute¢nitelné, je bezesporné.*

Pro teorie prvniho fadu navic pro nas syntakticky pojem bezespornosti plati

Tvrzeni 4.3.1 (Véta o kompaktnosti.) Teorie T je bezespornd pravé tehdy, kdyz kazda

3Ptikladem takové teorie je tieba linedrni usporadani na alespont dvouprvkové mnozing. Je ziejmé,
7e takovych usporadani lze definovat vice.

4Kazd4 z obou implikaci viak zdiraziuje pondkud odlisnou stranku ekvivalence. Prvni strani ro-
zumu, druh4 evidenci. Zajimavé pojednéni na toto téma, v némz je vystizen vyvoj predstav o logickém
pojmu bezespornosti, mize ¢tenaf nalézt v knize Petra Vopénky: Rozpravy s geometrii, Panorama,
Praha 1989.
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jeji konecnd cast je bezesporna.

Dukaz: (viz napf. [30]).

4.3.1 Axiomatizovatelnost

Necht S je trida struktur pro jazyk J. Trida struktur S se nazyva aziomatizovatelnd,
existuje-li v jazyce J takova teorie T', ze kazda struktura M € § je modelem této teo-
rie, a nazyva se konecné axiomatizovatelnd, kdyz existuje takova kone¢na podmnozina
T, teorie T, 7ze kazda formule ¢ € T je dokazatelna z Ty a kazda struktura M € S je
modelem teorie T;. Pojem axiomatizovatelnosti, a specialné kone¢né axiomatizovatel-
nosti tedy vystihuje moznost popsat danou t¥idu struktur pomoci forméalnich vlastnosti
daného jazyka.

4.3.2 Elementarné ekvivalentni modely

Dvé struktury My, My se nazyvaji elementdrné ekvivalentni, kdyz pro kazdou for-
muli ¢ jazyka J plati, Ze M; | ¢ pravé tehdy, kdyz My = ¢. Tedy napf. dvé
izomorfni struktury jsou elementarné ekvivalentni. Navic lze ukazat, ze kdyz M, My
jsou elementarné ekvivalentni a M je kone¢na struktura (tj. nosi¢ M; je kone¢na mno-
Zina), tak M1, M5 jsou izomorfni. Tuto vlastnost elementarné ekvivalentnich struktur
muzeme tedy dobfe vyuzit pfi studiu koneénych struktur, specialné tieba konec¢nych
grafu.

4.4 Abstraktni operace logického dusledku

Nyni jiz muZzeme pfistoupit k obecného pojmu logického disledku, ktery ucinime
nezavislym na volbé jazyka. Budeme predpokladat, ze jazyk je dan, coz znamena,
7e jsou dana pravidla pro tvorbu formuli. Ozna¢me tedy F' mnozinu vSech spravné
utvotfenych formuli daného jazyka a P(F) mnoZinu vSech podmnozin mnoziny F' tj.
P(F)={X;X C F}.

Definice 4.4.1 Zobrazeni Cn : P(F) — P(F) (tj. zobrazeni mnozin formuli do mno-
zin formuli) nazveme operace logického disledku na F', pokud pro kaZdou dvojici mno-
zin X, Y CF plati

1. X C Cn(X) (reflezivnost);
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2. X CY, potom Cn(X) C Cn(Y) (monotdnnost);
3. Cn(Cn(X)) C Cn(X) (tranzitivnost).

Poznamka: Oznaceni Cn je z angl. consequence, coz znamend dusledek.

Néktera tvrzeni z odst. 4.1 a néktera dalsi tvrzeni ted muzeme vyjadfit prehledné.
Napriklad plati

Cn(X) = Cn(Cn(X)).

Jestlize X C Cn(Y'), potom Cn(X) C Cn(Y).

Jestlize X C Cn(Y) aY C Cn(Z), potom X C Cn(Z).

Cn(XNY) C (Cn(X)NCn(Y)) C Cn(X).
Cn(XUY)=Cn(Cn(X)UY)=Cn(XUCn(Y)) =Cn(Cn(X)UCn(Y)).

Za zminku jeSté stoji dvé nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 4.4.1 (Restrikéni veta) Jestlize g : P(F) — P(F) je takové zobrazeni, Ze pro

danou mnozinu A C F plati g(X) = A NCn(X), kde X je libovolnd mnozina X C F,
pak g je reflexivni, monotonni a tranzitivni.

Tvrzeni 4.4.2 Necht S C P(F). Zobrazeni f : P(F) — P(F), které je definované
tak, zZe f(X) je rovno priniku viech mnozin'Y € S, které obsahuji X, a jindy je rovno
F, je operace logického disledku na F'.

Jinymi slovy, libovolnd tfida mnozin formuli z F' urcuje pravé jednu operaci logického
dusledku na F'.

Obé tvrzeni snadno dokdzeme ovérenim vSech tii vlastnosti operace logického dusledku.

Uvedme nékolik prikladi operace logického dusledku:

Priklad 4.4.1 Kdyz F je mnozZina formuli vyrokové logiky, Ax mnoZina axiomu vy-
rokové logiky, R mnoZina odvozovacich pravidel (modus ponens, pravidlo o substituci
a pravidlo o nahrazeni ekvivalentnich podformuli), pak zobrazeni ¢ : P(F) — P(F)
definované tak, Ze ¢(X) je nejmensi mnoZina obsahugjici X U Ax, kterd je uzaviend na
vsechna pravidla z R, je operace konsekvence na F'.

Priklad 4.4.2 Necht nyni F' je trida vsech formuli jazyka pruniho vidu a M je trida
relacnich struktur pro F. Operaci Cn(X) nyni definujeme takto: Pro kaZdou formuli
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¢ € F je ¢ € Cn(X) prdvé tehdy, kdyz kaZdy model mnoZiny formuli z X je téz
modelem formule .

Prvni priklad ukazuje, ze nas abstraktni pojem logické konsekvence zahrnuje syntak-
ticky pojem logického dusledku, druhy zas ukazuje, Ze je v ném zahrnut i pojem séman-
tického dusledku. Patii sem ale téz zcela abstraktni pojmy, naSe definice totiz definuje
jisty typ uzavérové operace. Na dané mnoziné F' lze definovat mnozstvi operaci konsek-
vence. Meznimi p¥ipady jsou operace a) Cn(X) = X, ktera ke kazdé mnoziné formuli
jako logicky uzavér nepfifazuje nic nez mnozinu samu, b) Cn(X) = F, coZ je operace
konsekvence, ve které je mnozina dusledku libovolné mnoziny sporna. Obé tyto operace
jsou samoziejmé nezajimavé, ty zajimavé jsou vSechny mezi nimi, je ale dobré si takto
uvédomit, o em vlastné mluvime. Uvahy v terminologii abstraktni logické konsekvence
chapeme spiSe jako ivahy metodologické.

Cviceni 4.4.1 A na zdver opét néekolik kontrolnich otdzek.

1. Co znamenda, Ze formule ¢ teorie T pruniho Tadu je nedokazatelnd?
2. Vyjdadrete tremi ruznymi zpusoby, co znamend, Ze je teorie bezespornd.

3. O teorii T pruniho Tddu bylo zjisténo, Ze v ni je dokazatelnd libovolnd formule.
Co lze Tici o bezespornosti této teorie?

Odpovéd: Teorie T je spornd.

4.5 Godelovy vysledky

vvvvvv

dosahl brnénsky rodak Kurt Godel ve tricatych letech. Jejich negativni podoba, tvrzeni
typu, ze néceho podstatného nelze dosdhnout, byla pro mnohé logiky a matematiky,
ale ve svém disledku pro mnohé védce nejen prekvapenim, ale nékdy i frustraci. Mimo
jiné to bylo definitivni a zietelné poznani nerealizovatelnosti Hilbertova programu for-
malizace.

4.5.1 Godelova tloha (1931)

Popiseme nejprve jednoduchou tlohu, v niz je naznacena Godelova idea dukazu neupl-
nosti nékterych dostateéné bohatych teorii prvniho fadu. V prikladu pujde o velmi
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jednoduchou situaci, ¢i spiSe o velmi jednoduchy jazyk prvniho fadu a o jednoduchou
teorii.

Vypoétovy stroj (poéitac), ktery tiskne vyrazy slozené z nésledujicich péti znaku:
~P N ()

Vyraz je neprazdny konecny retézec znaku. Jazyk bude obsahovat intuitivné srozu-
mitelny predikdt tisknutelny(X) a jednu operaci norma vyrazu(X) = X (X). Pi.:
normou vyrazu P ~ je vyraz P ~ (P ~). Sentence je vyraz nékterého z nésledujicich
tvari:

P(X)a PN(X)’ ~ P(X)7 ~ PN(X)
Ted jesté uvedeme definici “pravdivosti” pro sentence. Rekneme, Ze

sentence P(X) je pravdiva, kdyZ vyraz X je tisknutelny,

PN(X) je pravdiva, kdyZ norma vyrazu X je tisknuteln4,

~ P(X) je pravdiva, kdyz vyraz X neni tisknutelny,

a konetné ~ PN (X) je pravdiva, kdyz norma vyrazu X neni tisknutelna.

Dale budeme predpokladat, ze nas vypoctovy stroj je dokonale korektni, coz zna-
mend, ze vSechny sentence, které vytiskne, jsou pravdivé. To mj. znamend, ze kdyz
napf. stroj tiskne P(X), tak X je skutecné tisknutelna (X bude strojem dfive nebo
pozdgji vytisténa). Také kdyz PN (X) je tisknutelnd, tak i X (X) (norma vyrazu X) je
tisknutelna.

Ptredpokladejme nyni, ze X je tisknutelnd. Znamend to, Ze také P(X) je tisknutelna?
Ne nutné. Jestlize X je tisknutelnd, pak P(X) je jisté pravdivd, ale neméame nikde
zaruceno, ze stroj je schopen vytisknout vSechny pravdivé sentence, vime pouze, Ze
stroj nikdy nevytiskne nepravdivou sentenci. Ted uz muzeme formulovat godelovskou
otazku:

Je mozZné, aby stroj mohl vytisknout vSechny pravdivé sentence? Odpovéd je
nikoli. Abychom to ovérili, staci uz jen vyresit jinou, snazsi ilohu: Naleznéte pravdivou
sentenci, kterou stroj nemiuze vytisknout!

[Navod: Naleznéte sentenci, kterd tvrdi svoji vlastni netisknutelnost — t.j. sentenci,
kterd je pravdiva, pravé tehdy, kdyZ neni tisknutelna strojem.|

Resenim, jak snadno ovérime, je sentence:
~ PN(~ PN)

nebot podle definice “pravdy” je sentence pravdiva, pravé tehdy, kdyz norma vyrazu
~ PN neni tisknutelnd. Ale normou vyrazu ~ PN je pravé sentence ~ PN(~ PN)!
Tudiz tato sentece je pravdiva, pravé kdyz neni tisknutelnd. To znamend, Ze sentence
je bud pravdivé a netisknutelnd, nebo je tisknutelnd a nepravdiva. Druhd alternativa
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porusuje predpoklad, Ze stroj nikdy netiskne sentence, které nejsou pravdivé.? Tudiz
nase sentence musi byt pravdiva, ale stroj ji nemuze vytisknout.

e viv

divd). AvSak tato sentence je rovnéZ nedokazatelna v systému (vzhledem k pfedpokladu,
7e systém je korektni). A tak sentence
PN(~ PN)

je prikladem sentence, kterd je nerozhodnutelna v daném systému.

4.5.2 Varianta Godelovy tulohy

Budeme uvazovat trochu jiny stroj, ktery tiskne vyrazy slozené z téchto péti znaku:
~P N 10

Déle v této varianté budeme jesté pracovat s pfirozenymi ¢isly. Ta zde budeme re-
prezentovat bindrnim zépisem (jako Fetézce z jedniek a nul) a pro ucely této tlohy
ztotoZnime pfirozend ¢isla s bindrnimi numerdly, které je reprezentuji.

Gddelovo é&islo g(X) vyrazu X definujeme néasledovné: Péti jednotlivym znakum
~ PN10 prifadime postupné Godelova ¢isla 10, 100, 1000, 10000, 100000. Godelovo
Cislo slozeného vyrazu pak ziskame slozenim odpovidajicich Godelovych ¢isel znaku
z nichz se sklada. Takze napt. vyraz PN P ma Gdédelovo ¢islo 1001000100.

Norma vyrazu bude definovidna rovnosti norma(X) = Xg(X). Napfiklad norma
vyrazu (PN P) je vyraz PN P1001000100.

Sentence maji nyni tvar: PX, PNX, ~ PX, ~ PNX, kde X je libovolny vyraz
(zapsany v bindrni notaci).

Definice pravdivosti bude pozménéna takto:

PX je pravdiva, kdyz X je Godelovo cislo tisknutelného vyrazu,

PNX je pravdiva, kdyz X je Godelovo ¢islo vyrazu, jehoz norma je tisknutelnd,

~ PX je pravdiva, kdyz PX neni pravdivd (X neni Godelovo &islo tisknutelného
vyrazu),

~ PNX je pravdiva, kdyz PN X neni pravdiva.

A konec¢né uloha je stejna jako v prvnim piipadé: Naleznéte pravdivou sentenci,
kterou stroj nemiuze vytisknout.

Ted uz je zfejmé, Ze feSeni modifikované tlohy je ~ PN101001000.

5Zde je misto, kde je korektnost stroje podstatné vyuzita.
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Po téchto dvou tllohéch by se mohlo zdat, zZe je to sice zajimavéa vlastnost systému, ale ze
jde jen o jakousi singularitu, a tedy vlastnost pravé tohoto systému. Kurt Godel ale uka-
zal, Ze je to velmi podstatna vlastnost kazdého “dostate¢né bohatého” systému. Pritom
dostateéné bohatym systémem se rozumi formalni systém, ktery obsahuje elementarni
aritmetiku. Godeluv “trik” spociva v dimyslném kédovani formuli formalniho jazyka
prirozenymi ¢isly, kterému se 1ika godelizace. Pro samu aritmetiku je pochopitelné pod-
z uvedeného prikladu ale prosvita. Je mozna zajimavé, Ze tento piiklad zapadl a byl
znovu “objeven” Raymondem Smullyanem a reprodukovan v jeho knize o Gddelovych
dukazech netplnosti [60], kterd vysla v roce 1992.

K tém zavaznym dusledkum pak napf. patii to, Ze neni mozné dokazat bezespornost
matematiky, presnéji aritmetiky, jejimi vlastnimi prostfedky, ale pripadné jen v systému
silnéjsim.

Godelovy vysledky silné ovlivnily nejen naSe porozumeéni logice a matematice, ale vy-
znamné ovlivnily i mnohé dalsi védni discipliny. Mezi né napf. zcela jisté patii i lin-
gvistika, ale i kognitivni véda, kterd se snazi porozumét lidské mysli.



Kapitola 5

Neklasickeé logiky

5.1 Dalsi logické kalkuly

Ukazali jsme, ze v logice, na rozdil od bézného vyjadiovani, musi byt ustalen a presné
stanoven vyznam jednotlivych termini. Tak naptiklad vyznamy vyrokovych spojek
muzeme definovat tabulkou, ktera stanovi, pro které kombinace pravdivostnich hod-
not elementarnich vyroku je vysledny slozeny vyrok pravdivy a pro které nepravdivy,
nebo jinak, kdy mé pravdivostni hodnotu 1 a kdy 0. Rikdme, 7e pracujeme v oboru
dvouhodnotové nebo také klasické vyrokové logiky. To ovSem muze vést k tomu, Ze
nepostihneme vzdy vSechny vlastnosti odpovidajicich vyrazi bézné uzivaného jazyka
gickych terminu bézné v jazyce védy uzivanych vedla k vytvofeni fady novych logic-
kych kalkult, v nichZ jsou bud jiné, nebo odlisné chdpané logické terminy, anebo jsou
zkoumany vyroky, o nichZ nemiizeme s urcitosti ¥ici, zda jsou pravdivé, ¢i nepravdivé,
a kterym tudiz pripisujeme dal§i pravdivostni hodnoty. Obor pravdivostnich hodnot,
ktery byl dosud reprezentovan dvouprvkovou mnozinou, se naptiklad rozsiti o dalsi
hodnoty a pocet téchto hodnot se neomezuje. Puvodni formulace vicehodnotovych lo-
gtk vychazi z principu trojhodnotovosti. Jeji tvurce, polsky logik Lukasiewicz, ukazal, ze
se v bézném vyjadrovani setkavame se smysluplnymi vyroky, které nenabyvaji zadné ze
dvou obvyklych pravdivostnich hodnot, a proto jim musime pripsat tfeti pravdivostni
hodnotu, kterou pak interpretoval jako mozZnost. Pozdéji bylo nalezeno i axiomatické
vyjadreni trojhodnotové logiky a byla téz prokazana jeji Gplnost. Vyuziti zadkonitosti
vicehodnotové logiky miize ve védeckém vyzkumu ptijit v vahu napf. pfi zpracovani
binarnich dat, kdy nékteré tidaje, které mély byt na pozorovanych objektech zjistény,
nam nejsou znamy, a to bud z principidlnich duvodi, anebo prosté chybi, t¥eba proto,
ze selhal métici pristroj. Idea trojhodnotové logiky byla v dal§im vyvoji zobecnéna na
logiky s libovolnym kone¢nym poctem pravdivostnich hodnot. I kdyz byly realizovany
nékteré zajimavé aplikace, stale se jesté vedou diskuse o problému intuitivné adekvatni
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interpretace vyrokovych spojek v takto definovanych vicehodnotovych kalkulech.

Zajimavych vysledkii bylo dosazeno, kdyz za abstraktni pravdivostni hodnoty bylo
pouzito kontinuum redlnych &isel (napi. interval mezi nulou a jedni¢kou). Byly u¢inény
pokusy interpretovat takové kalkuly jako logiky pravdépodobnostni.

S motivy vzniku vicehodnotovych logik souviseji i motivy vzniku modalnich logik.
V modalnich logikidch jde o to, jak exaktné popsat modality moznosti a nutnosti a
popiipadé dalsi. Modalni logiky vznikaly z kritiky prisné extenzionalniho charakteru
klasické dvouhodnotové logiky. Dnes je jiz znama fada kalkuli zahrnujicich nékteré
dilezité vlastnosti vysSe uvedenych modalit.

Né&s vycet neklasickych logickych systémi vsak neni ani zdaleka tplny, nehovotili jsme
napf. viibec o intuicionistické logice. Tyto systémy, i kdyz samy o sobé velice zajimavé,
totiz presahuji ramec nas$i publikace, nebot jejich cilem neni ani tak aplika¢ni pouziti,
jako samotné budovani zakladii matematiky. Ctenéfe, ktery by se o neklasické logické
kalkuly zajimal podrobnéji, odkazujeme napf. na knihu [45] nebo na knihu [51], ktera
uz ovSem predpoklada hlubsi znalosti matematiky, specidlné obecné algebry.

Nakonec se jeSté zminme o tzv. induktivni logice. Induktivni logika nepatii k sérii vyse
diskutovanych logickych kalkult, nebot se od nich podstatné lisi metodami zkouméani
i prostiedky popisu. Casto se induktivni logika klade jako protiklad logiky deduktivni,
coz je dano zpusobem, jakym se v induktivni logice ziskavaji zavéry z predpokladu.
Zatimco pii dedukci ziskavame zavéry s jistotou, tj. vychazime-li z pravdivych premis,
vedou nas pravidla dedukce opét k pravdivym zavérum, je naopak kazdé induktivni
usuzovani zatizeno vétsi ¢i mensi mirou nejistoty. Problematikou indukce a induktiv-
nich metod se zabyvali mnozi autofi, ¢asto byla tato problematika pojednavana jako
filozoficka problematika. J. S. Mill, ktery byl inicidtorem tzv. elimina¢ni indukce (zné-
mych 5 Millovych kdnonu indukce), vytvoril fakticky pFechod mezi ryze induktivni a
ryze deduktivni metodou.

Matematizaci induktivni logiky se ponejvice zabyval Rudolf Carnap, jehoz kalkul je
vlastné matematickou precizaci, formalizaci a axiomatizaci pojmu potvrzeni (konfir-
mace) hypotézy a tizce souvisi s otdzkami pravdépodobnosti. V souc¢asné dobé bylo jiz
podano nékolik alternativnich kalkulu majicich za zakladni (primitivni) termin potvr-
zeni zékladni hypotézy h za predpokladu e. Zaroven v8ak také bylo ukdzano (Dana
Scott), ze existuji obory (mnoziny), na nichZ principidlné nemiuze existovat zadna
funkce, ktera by mohla byt mirou potvrzeni hypotézy. Tim vznikd motivace pro tvorbu
novych kalkuli induktivni logiky, které by adekvatnéji vystihovaly uvazované pojmy.

Na druhé strané lze povazovat moderni matematickou statistiku za matematizaci in-
duktivnich postupt pouzivanych v empirickych védach. Tato matematizace ma z lo-
gického hlediska mnoho nedostatki, ale v jeji prospéch mluvi kritérium praxe; bylo
jiz dostatecné prokazano, ze v bézné védecké praci je matematicka statistika G¢innym
nastrojem indukce. V matematické statistice jsou hypotézami tvrzeni (vyroky) vypo-
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vidajici o pravdépodobmnostnich rozlozenich a jejich charakteristikich; prikladem muze
byt ¢asto pouZzivana a testovana (zdkladni, nulovd) hypotéza o rovnosti stfednich hod-
not dvou normaélnich rozdézeni ndhodné veli¢iny ve dvou ruznych skupinidch a k ni
alternativni hypotéza tikajici, Zze jedna ze stfednich hodnot je vétsi. Bézny postup je
pak zalozen na akceptovdni alternativni hypotézy na zakladé hodnoty urcité funkce
vypoctené z namérenych dat. Akceptovani probiha tak, aby byla kontrolovana prav-
dépodobnost chyby, tj. akceptovani nepravdivé hypotézy. Podstaté statistické indukce
je vénovana rozsahla literatura; nicméné dosud neexistuje zadny jednotny nazor na
tuto problematiku (viz napi. avodni partie skript Jaroslava Héjka a Dany Vorlickové!,
z logického hlediska pak prace Petra Héjka a Toméase Havranka?).

V souvislosti se snahami modelovat na pocitaci lidskou inteligenci doslo v poslednich
letech k prudkému rozvoji vyzkumu v fadé téch typu usuzovani, kterd se - podobné
jako induktivni usuzovani - museji vyrovnavat s absenci informace. Takové usuzovani se
casto oznacuje jako nemonotonni, protoze pridani nové informace muze vést k nasledné
revizi znalosti. O nemonoténnim usuzovani bude podrobnéji pojednano v nasledujici
kapitole.

5.2 Vicehodnotové a modalni logiky

Vicehodnotové a modalni logiky jsou rozsifenim klasické dvouhodnoté logiky, v nichz
se zkoumaji takové situace, kdy nejsme schopni ur¢it pravdivostni hodnotu vyroku
s jistotou, anebo se studuji pojmy jako modality moznosti a nutnosti. K nim patii i
kondicionalni logiky, v nichz jde o studium podminénych vyroku, coz je problematika
dobfe zndma napf. programatorim.

5.2.1 Trojhodnotova logika

V tomto odstavci se na vyroky budeme divat trochu jinak nez jako na dvouhodnotova
tvrzeni typu ano/ne. Abychom postihli i situace, kdy nevime, zda je vyrok A pravdivy
¢i nepravdivy, zavedeme tieti ” pravdivostni“ hodnotu, kterd bude znamenat nevim, a
kterou oznac¢ime symbolem Xx.

Vyrokova spojka negace = bude pak definovana néasledujici tabulkou:

'Héajek, J. - Vorlitkova, D.: Matematicka statistika. SPN (skripta MFF UK), Praha 1977.

2H4jek, P. - Havranek, T.: Mechanizing Hypothesis Formation - Mathematical Foundations for
a General Theory. Springer-Verlag 1978 a Havranek, T.: Towards A Model Theory of Statistical
Theories. Synthese 36 (1977), 441 - 458.
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$ |
110
0] 1
X | X

Tato tabulka jisté neni prekvapujici. Pro klasické pravdivostni hodnoty pravda a ne-
pravda se shoduje s ndm dobfe zndmou tabulkou negace, pro hodnotu X pfirozenym
zpusobem dava negaci opét hodnotu X, protoze nevim-li nic o pravdivostni hodnoté
vyroku ¢, nevim samoziejmé nic ani o hodnoté vyroku —¢. Jde tedy o informacni
pojeti negace.

Na tomto misté vSak musime pripomenout, Ze jsme se dopustili jisté neduslednosti
v oznaceni. Symbol negace zde vlastné zménil svuj vyznam, jde o modifikovany pojem,
takZe kdybychom chtéli byt dusledni, méli bychom spravné tuto novou, trojhodnotovou
negaci oznacovat jinym symbolem, napf —3. Pokud ovSem nevznikne nebezpeci nedo-
rozuméni, nebudeme tak ¢init, zvlasté kdyz nasSe trojhodnotova negace je rozsSitenim
klasické dvouhodnotové negace. Podobné budeme postupovat i u ostatnich vyrokovych
spojek. Faktickou odliSnost novych spojek vSak budeme mit stale na mysli. To, co vime
o klasické disjunkci, nas vede k této tabulce trojhodnotové disjunkce, kterou bychom
opét méli znacit spiSe symbolem Vsj:

<

¥

X X X © 0o~ ~ ~S
X O~ X O+~ X O &
X X M= X O Fk =<

vvvvv

néjsi, formou

eV |1l x 0
1 1 1 1
X 1 x X
0 1 x 0

Trojhodnotovou spojku konjunkce muzeme ted zavést dvéma zpusoby. Opét tabulkou,
anebo jako zkratku za slozenou formuli

~(mp V) .
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Snadno se presvédcéime, ze pri této definici bude tabulka trojhodnotové konjunkce na-
sledujici:

o Y IeAY
1 1 1
1 0 0
1 x X
01 0
0 0 0
0 x 0
x 1 X
x 0 0
X X X

Pii konstrukei tabulky konjunkce jsme postupovali analogickym zptisobem jako pfi kon-
strukci pravdivostnich tabulek klasické vyrokové logiky, ale s tim rozdilem, ze vychozi
tabulky pro negaci a disjunkci byly jiné.

Podobné jako v klasické dvouhodnotové logice muzeme uvazovat o vSech myslitelnych
jedno-, dvou- a popf. i vice-argumentovych vyrokovych spojkach. Zustanme na chvili
u jednoargumentovych. Ve dvouhodnotové logice, jak jsme vidéli, jsou ¢tyfi (negace,
asserce, true a false). V trojhodnotové logice takovych spojek ovSéem miizeme definovat
32 x 3, tedy 27. To je tctyhodné ¢islo!® V bézném jazyce je rozhodné nepouZzivime
vSechny. Nékteré jsou ovSem velmi zajimavé, a proto se jim budeme vénovat podrobnéji
v nasledujicim odstavci.

Zatim jsme definovali pouze tfi trojhodnotové spojky. Otazkou zustava, jak defino-
vat implikaci. Tady se ale cesty rozchazeji. Zalezi totiz na tom, jak budeme rozumét
pojmum implikace, tautologie a vyplyvani. Touto problematikou vicehodnotovych logik
se zabyvali zejména Lukasiewicz a Kleene.

Uvedeme dvé rizné tabulky implikace. Budeme je rozlisovat pomoci indexi podle jejich
autoru Lukasiewicze a Kleeneho:

3CtenAr si jisté snadno vytvori tabulku viech sedmadvaceti jednoargumentovych spojek.
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Ne}
oo

X O = X O~ X O =<
r—\n—\n—\x><r—t><<3»—l>‘£L
»—l»—\»—\»—\X»—lXO»—li‘J'

©C OO X X X —= RS

Jak je vubec mozné, Ze mame dvé ruzné definice implikace? To souvisi s motivaci
pro tyto pojmy, a kazdy z nich tedy vyjadiuje ruzné véci. Lukasiewiczova koncepce je
historicky starsi a je vedena tivahami o budoucich udalostech. U vyroku “Dnes bylo
krasné.” ¢i “Ted prsi.” jsme schopni jednoznacné rozhodnout o jejich pravdivosti ¢i
nepravdivosti, avSak u nékterych vyroki, které se tykaji budoucich udalosti, to tak
snadné byt nemusi. Kdyz napt. fekneme, ze “Za rok budu v Praze.”, tak mohu mit
v pravdivost tohoto vyroku vétsi ¢i mensi duvéru, ale o pravdivosti ¢i nepravdivosti
nemuzeme nic Fici s jistotou. Je mozné, ze tomu tak bude, je ale téZ mozné, Ze tomu tak
nebude. Naproti tomu Kleeneho koncept trojhodnotové implikave je motivovan absenci
informace: “Kdyz nevim, tak nevim.”

Rizné definice implikace maji pochopitelné za dusledek platnost riznych formuli. Tak
napf. ani v Lukasiewiczové logice ani v Kleeneho logice neplati zdkon vylouceni tfetiho
(princip tercium nmon datur), ani zdkon sporu. V Kleeneho logice navic neplati zakon
dvojité negace, tj.

(protoze pro val(¢) = x nabyva hodnoty x), zatimco v Lukasiewiczové logice tento
princip plati.

V dalsich odstavcich se sezndmime s tim, jak trojhodnotovy pristup mize byt vyuzit
k definici modalit.

Ideu trojhodnotovych logik Ize téz snadno zobecnit na vicehodnotové logiky. Pak ovSem
vznika otazka, co budeme rozumét pod pojmem tautologie. Jedna moznost je striktni,
Ze to jsou pravé jen ty formule, které (stejné jako v klasické logice) nabyvaji hodnoty 1
pii kazdém ohodnoceni proménnych. Jind moznost je hovorit o A-pravdivych formulich,
tj. formulich, které pro libovolné ohodnoceni proménnych nabyvaji hodnoty z vytcené
mnoziny A pravdivostnich hodnot.

Cviceni 5.2.1 1. Ukazte, Ze v Lukasiewiczové logice plati zdkony dvojité negace,
j. formule ¢ = ——¢ a "~ = @, zatimco v Kleeneho logice nikoli.
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2. Dokazte, Ze princip tercium non datur, tj. formule ¢ V —¢, neni tautologii ani
Lukasiewiczovy ani Kleeneho logiky.

3. Ovérte, zZe v Lukasiewiczové logice, podobné jako v logice klasické, plati (jsou
tautologiemi) formule:
= ((¢g=>v)=>v)
o= (V=9
= (¢ =)
(e = =) = (¥ = ¢)

4. Qverte, Ze na rozdil od klasické dvouhodnotové logiky v Lukasiewiczove logice
neplati zikon Dunse Scotta, tj. formule (o A —p) = 1. (Kontradikce neni explo-
zivnd. )

5. Ovéite, Ze mnozina {—,=} je v Lukasiewiczové i Kleeneho logice funkcné net-
plnd. (Ndvod: Ukazte, Ze napt. jednoargumentovy operdtor T, ktery kaZdé prav-
divostni hodnoté pfitazuje hodnotu x neni definovatelny.)

6. Overte, Ze pridanim operdtoru T 2z predchoziho ptTikladu k trojhodnotové ne-
gaci a Lukasiewiczove implikaci dostaneme funkéné uplnou mmnoZinu operdtori
(Stupecks).

5.2.2 Externi negace a operatory jistoty a moznosti

V predeslém odstavci jsme navrhli jedno mozné rozsiteni klasické negace vzhledem
ke tieti pravdivostni hodnoté. Trojhodnotovou spojku negace miizeme kombinatoricky
pravé vzhledem ke tieti pravdivostni hodnoté chapat jesté dvéma dal§imi zpusoby: op-
timisticky (vyslednou hodnotou bude 1) nebo pesimisticky (vyslednou hodnotou bude
0). Obé takto definované negace vlastné eliminuji t¥eti pravdivostni hodnotu. Nékdy
se jim také ¥ika externi negace.* Proto nadile, budeme-li hovofit o externi negaci a
nebude-li feceno jinak, budeme mit vzdy na mysli optimistickou externi negaci.

Tabulka externi optimistické negace (oznacime ji symbolem ~) tedy bude tato:

P~
1 0
0 1
X 1

zatimco tabulka pesimistické negace (oznacime ji symbolem ~?) bude tato:

4V dalsim jesté uvidime, Ze staéi, aby jazyk obsahoval jednu z nich, druhou pak snadno dodefinu-
jeme.
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o |~
1 0
0 1
X 0

Nésledujici tabulka pak prehledné ukazuje souvislost mezi trojhodnotovou negaci a
externi (optimistickou) trojhodnotovou negaci:

PlYY O T NP TN~ TP
1 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0 0
X 1 X X 0 0 1

Pomoci externi a interni negace nyni muZzeme definovat dalsi symboly jazyka O, <,
které budeme chapat jako uzitecné zkratky. Symbol O pro externi asserci ¢i jistotu,
nebo také nutnost a symbol & pro moznost:

Definice 5.2.1 Definicni rovnosti pro O a < jsou

DQO =def 7P

Ziejmé plati

- =~ ¢

To, co vyplyva z definic operatoru jistoty a moznosti, Ize prehledné shrnout do téchto
tabulek:

e | Oy ~Op O~p —Up O
1|1 0 0 0 0
0] 0 1 1 1 1
x| 0 1 1 1 0
PO ~Op O~y 0P O
1] 1 0 0 0 0
0| 0 1 1 1 1
x| 1 0 1 0 1
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Vsimnéme si, zZe se obé tabulky lisi pouze ve tietim rfadku, coz znamena, zZe oba opera-
tory O a < jsou opét rozsifenim klasickych (dvouhodnotovych) operdtori moznosti a
nutnosti. Z téchto tabulek muzeme vy¢ist fadu ekvivalenci (v klasickém, tj. dvouhodno-
tovém smyslu). Lze ovSem definovat i trojhodnotové ekvivalence. Jednak ve striktnim
chapéni (dvé formule jsou ekvivalentni, maji-li touz pravdivostni hodnotu) nebo v opti-
mistickém pojeti (dvé formule jsou ekvivalentni, je-li mozné, aby mély touz pravdivostni
hodnotu).

Cviceni 5.2.2 1. Naleznéte co nejvice ekvivalentnich vztahiu mezi formulems, v nichZ
jsou pouZity pouze symboly =, ~, 0 a .

2. Definugte trojhodnotové ekvivalence. Kolik je mozno definovat takovich trojhod-
notovych ekvivalenci?

3. Kolik ruzngch dvouargumentovych trojhodnotovych spojek je mozno definovat?

Cten4r ted jiz snadno ovéii, Ze analogickych vysledki dosdhneme také, kdyZ vyjdeme
od externi pesimistické negace ~P.

Definice 5.2.2 Definicni rovnosti pro O a < jsou pak tyto:

O =gef 7~ P @

O =ges~P —op.

5.2.3 Axiomatizace a odvozovani v trojhodnotové logice

Podobné jako v klasické vyrokové logice byl hleddn systém axiomu, ze kterého by
bylo mozno odvodit vSechny tautologie trojhodnotové logiky v Lukasiewiczové smyslu.
Takové systémy nalezli Lukasiewiczovi zaci, Wajsberg a Slupecki.

Wajsbergliv systém trojhodnotové logiky obsahuje tyto axiomy
Axiom T1 ¢ = (¢ = @)

Axiom T2 (¢ = ¢) = (v = x) = (¢ = X))

Axiom T3 ((¢ = —¢) = ¢) = ¢

Axiom T4 (~¢ = ) = (¢ = ¢)

a obvykla odvozovaci pravidla, tj. modus ponens a pravidlo o substituci. Wajsberguv
axiomaticky systém je uplny a bezesporny.
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5.2.4 Axiomatizace a odvozovani v modalnich logikach

V tomto odstavci si v§imneme modalni logiky z hlediska jeji axiomatické vystavby.
Samoziejmé nejjednodussim systémem je modalni vyrokova logika. Jeji jazyk vznikne
z jazyka klasické dvouhodnotové logiky prostym piridanim dalsiho symbolu O, ktery
z vyroku vytvari novy vyrok, coz znamena, ze kdyz V je vyrok, tak OV je také vyrok,
ktery budeme ve shodé s tim, co bylo feceno v predchozich odstavcich, ¢ist nutné plati
V.

Axiomatickych systémi vyrokové logiky je znama celd fada. Historicky nejstarsim, snad
proto Ze pat¥i k nejjednodussim, je systém S5 5, ktery (viz dale) vedle axiomu klasické
vyrokové logiky obsahuje tyto axiomy tykajici se pojmu nutnosti:

Hp = ¢
—||:]—|(‘0 =4 |:1—||:]—|(‘0
a distributivnost nutnosti vic¢i implikaci, tj.

O(p = ¢) = (Op = Oy)

a pro odvozovani modus ponens a nové pravidlo zavedeni operdatoru nutnosti

P

Oep”
Aby vsak bylo zfejmé, o ¢em je fe¢, je nezbytné rici néco blizsiho o sémantice modalnich
logik. Ta byla podana v Kripkeho publikaci [39).

Kripke vychazi z Leibnizova pojeti mozngch svéti, coz pro nas z logického hlediska bude
libovolné neprazdnéd (nekone¢nd) mnozina, kterou ozna¢ime W. Pro nas v tuto chvili
bude dilezité, ze na mnoziné W je definovana binarni relace R C W x W, ktera urcuje
dosazitelnost ¢i alternativnost moznych svétu. To tedy znamena, Ze ke kazdému svétu
w € W je urfena mnoZzina moZnych svétu z néj dosazitelnych (s nim alternativnich).
Potom tekneme, zZe formule Oy je pravdiva ve svété w, jestlize ¢ je pravdiva ve vSech
svétech dosazitelnych z w. Analogicky, Oy je pravdiva ve svété w, jestlize existuje svét
alternativni svétu w, v némz je pravdiva formule ¢.

Nyni je zfejmé, 7Ze ale zalezi na tom, jaké vlastnosti méa konkrétni relace R dosazitelnosti
(¢i alternativnosti).

Byly studovany rizné systémy modéalnich logik vzhledem k vlastnostem relace dosazitel-
nosti. Mezi nejznaméjsi patii systémy K, D, T, S4 a S5. Pro né mj. plati ([65]): Systém
K neklade 7zddné omezeni na relaci alternativnosti, je tedy nejslab§im modalnim sys-
témem. Jestlize od relace R pozadujeme, aby ke kazdému svétu existoval aspon jeden

50znadeni pochéazi od C. I. Lewise.
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alternativni svét, pak mluvime o systému D, v némz plati

Op = .

Jestlize R je reflexivni, jde o systém T a plati

Uy = ¢,

Jestlize navic R je tranzitivni, jednd se o systém S4, v némz plati

e = OOy,

A koneéné, jestlize R je reflexivni, symetrickd a tranzitivni, tj. je-li to relace ekvivalence
b b b .] .] b
jedna se o Lewisuv systém S5, ve kterém navic plati formule

S = 0.

7 vlastnosti relaci R je ziejmé, ze kazdy néasledujici systém modalni logiky v poradi
K, D, T, 54,55 je rozsitenim predchoziho.

Zajimava je interpretace terminu moznosti, kdyz R je linearnim usporadanim. Pak lze
takovou modalni logiku interpretovat jako ¢asovou logiku (tense logic). Jestlize R je
usporadani reprezentované konec¢nymi stromy, lze termin nutnosti interpretovat jako
dokazatelnost (v néjakém formalnim kalkulu).

Ted se vratime k axiomatizaci modalnich logik. Uvidime, ze takovych systému bude
vice. Budeme pracovat s nasledujicimi axiomy:

Axiom M Oy & —0O-¢
Axiom K O(p = ) = (Op = Oy)
Axiom T Op= ¢
Axiom E Oy = 00p
(varianta) —Op = O-0¢
Axiom D Op = Op
Axiom 4 Oy = O0¢p
Axiom B - = O-0¢p (tzv. Brouwerova formule)

Systémy S5 a S4 budou definovany takto:

S5 =K+ T+ E (+ M)

S4 =K+ T+ 4(+M)

Pro tyto a dal$i modalni systémy napiiklad plati nasledujici vztahy obsazZeni:

Cn(K) C Cn(T) C Cn(S4) C Cn(S5)
Cn(K) C Cn(T) C Cn(B) C Cn(S5)
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Pozndamka: Prvni axiom, ktery jsme zde oznacili M, je mozno chapat spiSe jako defi-
nict modality moznosti na zdkladé nutnosti a negace. Ostatni oznaceni je v literatufe
o modalitach obvyklé.

Odvozovaci pravidlo:

Z formule ¢ odvod Ogp.

Ted se jesté podrobnéji sezndmime s modalnim systémem S5. Ten poziva mezi ostat-
nimi modalnimi systémy jakési vysadni postaveni; duvod lze hledat napf. v tom, Ze
sémantickd relace alternativnosti mezi moznymi svéty je zde relace ekvivalence.

Nésledujici formule jsou priklady teorému platnych v systému Sb:

Fo=Op

FOp < O
F=O(p A )

FOOp = ¢

F<oOp = Op

= Op = O0gp
Fo=00p

[ ﬁ<>(p & O

FOp & Oy
F=0=0(p V np)

FD(e AY) < (Op A DY)
F=0(p V) & (200 A =0Y)

Nékteré z nich postupné dokazeme:

Dokazme: F ¢ = Op (D)

1. F O-¢ = ¢ (axiom T)

2. == = —O-¢ (kontrapozice)
3. F ¢ = —0O-¢ (dvoji negace)

4. F Op < -0y (axiom M)

5. F =0-p = Oy (fi ¢ast u 4)

6. F o = < (3,5 hypoteticky sylogismus)
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Dokazme: - Oy < O

1. F O & —0O-—¢ (axiom M, substituce - za @)
2. F O < —0p (dvoji negace)

3. F O=p = -0y (if ¢ast u 2)

=

F—Op = O (fi ¢ast u 2)
5. F —==0p < =O-¢ (kontrapozice)

6. F Op < O (dvoji negace)

Dokazme: = =< (o A =)

1. F =(@ A =) (tautologie)

2. F O=(p A =) (odvozovaci pravidlo)

w

- EO=(p A ) & =0m(p A p)
(pfedchozi teorém (2), substituce —(¢p A —p) za ¢ )

4. + Dﬂ((p A —|g0) = —|<>—|—|(g0 A —|(p) (if ¢ast u 3)

5. F =O==(p A @) (2, 4 modus ponens)

o

F =<3 (o A =) (dvoji negace)

Dokazme: - O0Op = ¢

1. - Op = ¢ (axiom T)
2. F O(0Op = ¢) (odvozovaci pravidlo)
3. F O(Op = ¢) = (O0p = Oyp) (axiom K)

4. OO0y = Op (2, 3 modus ponens)

ot

. F 00¢ = ¢ (hypoteticky sylogismus 4, 1)

Dokazme: - OOp = Op

105
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1. F 00y & —O-0¢ (axiom M)
2. FOOp = -O-0Ogp (if &ast 1)
3. FOp & =0C—p (teorém (2))
4. F Op = Oy (if éast teorému 3)
5. F === = =0y (kontrapozice 4)
6. - O—p = =0y (dvoji negace)
7. F O(O—p = —0Op) (odvozovaci pravidlo)
8. F O(C—p = —0p) = (OOC—p = O-0p) (axiom K)
9. - OOC—¢ = O-0¢ (7, 8 modus ponens)
10. F —-O0-0¢ = -00-p (kontrapozice 9)
11. F oOp = —O0O—p (2, 10 hypoteticky sylogismus)
12. F O = OO (axiom E)
13. F -00C—=p = <O (kontrapozice 12)
14. + oOp = == (11, 13 hypoteticky sylogismus)
15. F =0 = Ogp (fi ¢ast 3)

16. = ©Op = Oy (14, 15 hypoteticky sylogismus)

Dokazme: - Op = OOy (6)

1. F Op = &0y (teorém 1, substituce Oy za ¢ )

2. 00y = OOy (axiom E)

3. F Op = OGOy (1,2 hypoteticky sylogismus)

4. + ©O¢ = Oy (teorém 5)

5. F O(GOp = Q) (odvozovaci pravidlo)
FO(COp = Op) = (O000p = O0yp) (axiom K)

F OGO = OOy (5,6 modus ponens)

© N o

F O = OO (3,7 hypoteticky sylogismus)
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5.3 Vlastnosti vicehodnotovych a modalnich logik

V tomto odstavci si vS§imneme zakladnich vlastnosti neklasickych logickych systémi,
a pak uvedeme nékolik zajimavych vlastnosti téchto systému, které se opiraji o pojem
stupné informacniho usporadani.

5.3.1 Uplnost a rozhodnutelnost modélni logiky

V ramci Kripkeho sémantiky plati: Systém modéalni logiky S5 je podobné jako vyrokovy
kalkul tplny a rozhodnutelny. (Viz napf. [39].)

5.3.2 Dalsi vlastnosti logickych kalkula

Nejprve nékolik definic.

Definice 5.3.1 Logicky systém je
1. perzistentni, kdyZ pravdivé (resp. nepravdivé) formule zustdvaji pravdivimi (resp.
nepravdivymi), i kdyZ jsou piiddny dalsi formule.

2. koherentni, jestlize libovolnd formule nemuze byt soucasné pravdivd i nepravdiva
v témzZe modelu.

3. determinovany, jestlize kazZda formule je determinovand, tj. pravdivost nebo ne-
pravdivost formule je jednoznacné urcena v dplném modelu.

4. spolehlivy, jestlize pravdivost (resp. nepravdivost) formule v ¢dstecném modelu
md za ndsledek jeji pravdivost (resp. nepravdivost) i v kaZdém informacnim zipl-
nént.

MuZeme ovérit, ze plati nasledujici tvrzeni:
Tvrzeni 5.3.1 JestliZe systém je perzistentni a determinovany, pak je spolehlivy.

Tvrzeni 5.3.2 Kleeneho trojhodnotovd logika je koherentni, determinovand, perzis-
tentni, a tudiZ © spolehlivd.
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5.3.3 Varianty modalnich logik

V poslednich desetiletich se intenzivné studuji varianty modéalnich logik, které jsou mo-
tivovany rozmanitymi idejemi od epistemickych po vypoctové. Pro orientaci uvedeme
alespon odkazy na hlavni sméry. Dulezité zde je to, ze z jednoho spole¢ného vychodiska
pak v zavislosti na urc¢ité motivaci vytvaiime aplika¢né zamétrené systémy. Tak napf.
ve vSech uvedenych systémech pouzijeme néco, co bychom mohli nazvat de Morganovy
zdkony modalnich logik, tj. G =4 —O-p. Musime si ale byt védomi toho, jak se
proménuje koncept negace. Mezi nejintenzivnéji studované patii naptiklad:

Epistemicka logika

Oy... je znamo, Ze ¢
... opak tvrzeni ¢ neni znadm

Logika presvédceni (logic of beliefs)

Op... véii se, ze (panuje nazor, ze) ¢
Ow. .. v opak @ se nevéfi (nepanuje nazor)

Deonticka logika

Oep... musi byt ¢
Op... je (moralné) dovoleno, ze ¢

Casovia logika (tense logic)

Oy... vzdy bude pravda, ze ¢
O ... nékdy bude pravda ¢

Dynamicka (algoritmickd) logika

Oy... po kazdém ukoncéeni béhu programu je pravda ¢
... existuje béh programu, po jehoz ukonceni je pravda ¢

5.4 Vicehodnotové a fuzzy logiky

Snad nejpopularnéjsi neklasickou logikou je v soucasné dobé fuzzy logika. Tato popu-
larita je dana predevs§im praktickym pozivanim vysledku fuzzy logiky v fadé oblasti,
zejména v regulaci. VétSina vyrobcu pracek se dnes chlubi fuzzy regulatory, témi jsou
dnes vybaveny i nékteré fotoaparaty, automatické prevodovky aj.

Nés ovsem budou zajimat matematické zaklady fuzzy logiky jako néstroje priblizného
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usuzovani (approximate reasoning). V tomto smyslu je fuzzy logika zobecnénim logiky
vicehodnotové.

My se budeme vénovat pouze vyrokové fuzzy logice, ktera je samoziejmé nejjednodussi
(existuje ov8em i predikatova fuzzy logika), a uvedeme zde pouze nékteré ideje a pii-
padné vazné zdjemce odkdzeme na knihu Petr Hajka Metamathematics of fuzzy logic
[22].

Obor pravdivostnich hodnot roz§iFime tak, Ze jim bude interval [0, 1], kde 1 oznaluje
absolutni pravdu, 0 absolutni nepravdu. Pro¢ se bere pravé interval [0,1]? Castenou
odpovédi je to, Ze chceme, aby fuzzy logiky byly zobecnénim klasickych logik, coz
znamend, ze 0 a 1 museji byt krajnimi hodnotami oboru hodnot. Oborem hodnot by
tedy mohla byt néjakd podmnozina tohoto intervalu obsahujici obé krajni hodnoty.
Interval [0, 1] je vSak dostateéné obecny; p¥irozené uspoiadani redlnych ¢isel zde hraje
dtleZitou roli — naSe pravdivostni hodnoty lze linedrné& uspofadat.®

Dilezitou vlastnosti fuzzy logik, stejné jako logik klasickych ¢ vicehodnotovych (a
narozdil od logik modélnich, ¢ logiky intuicionistické) je jejich extenzionalita. To zna-
mend, ze napi. pravdivostni hodnotu formule ¢ V ¢ uréime na zdkladé pravdivostnich
hodnot formuli ¢ a ¥ pomoci n&jaké pravdivostni funkce V* : [0,1]> — [0,1]. Tato
funkce ovsem nemiize byt libovolnd — stdle musime mit na paméti, ze fuzzy logika
ma byt rozsirenim logiky klasické, a tedy pro krajni hodnoty 0 a 1 se funkce V* musi
chovat “klasicky”, tj. musi spliiovat rovnosti V*(1,1) =1, v*(1,0) =1, v*(0,1) =1 a
Vv*(0,0) = 0.

Zakladni spojkou (a samoziejmé i pravdivostni funkei) fuzzy logiky bude pro nés tzv.
silnd konjunkce &,” véechny ostatni spojky z ni budou odvozeny.

Nage intuitivni chdpani konjunkce je nasledujici: “velkd” hodnota @& by méla na-
znacovat, ze pravdivostni hodnoty jak ¢ tak i ¢ jsou “velké”. Je tudiz pfirozené pie-
pokladat, Ze hledand pravdivostni funkce je neklesajici v obou proménnych. Tento
pozadavek je (spole¢né s vySe uvedenym pozadavkem, aby se krajni hodnoty intervalu
chovaly “klasicky”) splnén v nasledujici definici.

Definice 5.4.1 Bindrni operdtor t na [0,1] (tj. t : [0,1]*> — [0,1]) nazveme triangu-
larni normou (zkracené t-normou) t, jestlize spliiuje ndsledujici ti podminky:
(i) okrajové podminky: pro libovolné a € [0, 1] plati

t(l,a) = a,
t(0,a) = 0;

6 Jsou oviem studovany i fuzzy logiky s hodnotami v ¢edsteénd usporadanych strukturach, napi. ve
svazech.

7V klasické kogice splyva s b&znou konjunkei A; pozdéji uvidime, jaky je vztah silné konjunkce a
konjunkce ve fuzzy logice.
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(i1) izotonicita: pro libovolné ay,as, by, by € [0,1] takové, Ze a1 < ag, by < by plati

t(a1,b1) < t(az, bs);

(i11) asociativita a komutativita: pro libovolné a,b,c € [0,1] plati

t-norma t se naziyvd spojitd, je-li t spojitd funkce.®

7Z této definice je zfejmé, ze libovolna t-norma je zobecnénim spojky konjunkce a spliuje
nas pozadavek tykajici se “velkych” hodnot.

Priklad 5.4.1 T7i nejuyznamnéjsi spojité t-normy jsou:

(i) Gadelova t-norma: tg(a,b) = min(a, b);
(it) soucinovd t-norma: t,(a,b) = a - b;

(iii) Lukasziewiczova t-norma: tr(a,b) = max(0,a +b—1).

Ctenéaf zajisté snadno ové¥i, Ze vyse uvedené t-normy splituji podminky uvedené v de-
finici 5.4.1.

vvvvvv

Ve dvouhodnotové logice, jak vime, je implikace ¢ = 9 pravdiva, je-li pravdivostni
hodnota ¢ mensi nebo rovna pravdivostni hodnoté 1. Tento fakt lze zobecnit v nasle-
dujicim smyslu: “velkd” pravdivostni hodnota implikace ¢ = ) naznacuje, zZe pravdi-
vostni hodnota formule ¢ “neni o moc vét$i” nez pravdivostni hodnota jejiho zavéru, tj.
formule 1. To vede k pozadavku, aby pravdivostni funkce implikace i(x, y) byla neros-
touci v proménné z a neklesajici v proménné y. K tomu nam dobte poslouzi nasledujici
pojem.

Definice 5.4.2 Nechl z,y € [0,1] a t je spojitd t-norma. t-reziduum i;(x,y) je defino-
vano rovnosti
i(z,y) = sup{z € [0,1];#(z, 2) < y}.

8Nahradime-li okrajové podminky (i) podminkami

t(1,a) = 1,
t(0,a) = a,

dostaneme definici ¢-conormy, kterd vSak z hlediska budouciho vykladu nemd hlubsi smysl.
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Pro libovolnou spojitou ¢-normu ¢ je t-reziduum i;(a, b) nejvétsim feSenim rovnice
t(a,z) =t(xz,a) =b.

Tato vlastnost zarucuje, ze se pravidlo modus ponens bude ve fuzzy logice chovat
“rozumné”, tj. ze z pravdivostni hodnoty z formule ¢ a pravdivostni hodnoty i(x,y)
formule ¢ = 9 “spocte” dolni hranici pravdivostni hodnoty y formule 1. Na druhou
stranu definuje pravdivostni hodnotu i(z, y) formule ¢ = 1 co nejvétsi, aby bylo toto
dedukéni pravidlo dostatecné silné.

Ptiklad 5.4.2 Pro libovolnou spojitou t-normu t plati i;(z,y) = 1, jestlize z < y a
pro vySe uvedené t-normy dostavame pro x > y ndsledujici t-rezidua:

(i) Gdadelova implikace: ig(z,y) =y,

(ii) Goguenova implikace: iy(z,y) = £,
(iii) Lukasziewiczova implikace: if(z,y) =1— 1z +y.

Zvolime-li néjakou spojitou t-normu, je tim jiz urcena vyrokova fuzzy logika. Pfesnéji
FeCeno, dostavame nasledujici dilezité definice.

Definice 5.4.3 Jazyk vyrokové fuzzy logiky V' L(t), ktera je uréené t-normou ¢ sestdvd
z vyrokovych proménnych @,, x, ... (pFipadné opatienijch indexy), vijrokovych spojek
silné konjunkce & a implikace = a z vyrokové konstanty 0.

Definice 5.4.4 Formule jsou definovdny obuyklym zpisobem (srovnej s definici for-
mule v klasické vyrokové logice):

1. Kazdd vyrokovd promeénnd je formule.
2. 0 je formule.
3. Jsou-li ¢ a ¥ formule, pak i p&p a ¢ = P jsou formule.

4. Zadné jin€ formule neexistuji.

Definice 5.4.5 Ostatni vyrokové spojky jsou definovdiny ndsledujicim zpiusobem:

(~¢) € (¢
(pry) E (p& (wzﬁ))
eve) € (p=v) =9 A (W =9) = 0),
vev) E (p=0)&W=0).
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Definice 5.4.6 Ohodnoceni vyrokovych proménnych je zobrazeni val prirazujici kaZdé
vijrokové proménné ¢ jeji pravdivostni hodnotu val(p) € [0,1]. Na ostatni formule se
toto ohodnoveni rozsiti jednoznacné podle ndsledujicich pravidel:

val(0) = 0,
val(p&yp) = t(val(p),val(t)),
val(p = ) = i(val(yp),val(v)).

Vyskytuji-li se ve formuli jiné spojky nez silnd konjunkce & a implikace =, je samo-
ziejmé tieba pri hledani ohodnoceni této formule vyuzit defini¢nich rovnosti téchto
spojek uvedenych v definici 5.4.5. Ne vzdy je to vSak nutné, nebot plati nasledujici

Lemma 5.4.1 Pro libovolné formule ¢ a v plati:

val(p A1) = min{val(p),val(¥)},
val(p V) = max{val(p),val(y)}.

Z tohoto lemmatu je ihned vidét, ze v Godelové logice, tj. V L(t¢) je silnd konjunkce &
ekvivalentni obvyklé konjunkci A. Zaroven se ukazuje, pro¢ se konjunkci & ika silna
— pro libovolnou ¢-normu ¢ totiz plati:

t(z,y) < min(z, y),

coz plyne pifimo z definice t-normy, a tudiz plati

val(p&tp) < val(p A ).

Definice 5.4.7 Formule ¢ je 1-tautologie VL(t), jestlize val(p) = 1 pro libovolné
ohodnoceni val.

To znamend, ze 1-tautologie jsou absolutné pravdivé pri libovolném ohodnoceni. Je
vSak tfeba fici, Ze pro dvé ruzné t-normy t; a t5 jsou mnoziny jejich 1-tautologii obecné
ruzné. Nasledujici formule jsou vSak 1-tautologiemi libovolné V L(t) (pro spojitou t-
normu t).

Axiom VL(t)1 (¢ = ¢) = (W = x) = (¢ = X))
Axiom VL(t)2 (p&t) = ¢
Axiom VL(t)3 (p&) = (V&)
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Axiom VL(t)4 (p&(v&x)) = ((p&v)&X)

Axiom VL(t)5a (¢ = (¢ = x)) = (&) = X)
Axiom VL(t)5b ((p&v) = x) = (¢ = (¥ = x)
Axiom VL(t)6 ((¢ = ¢) = x) = (¢ = ¢) = x) = X)
Axiom VL(t)7 0 = ¢

Dedukénim pravidlem vyrokové fuzzy logiky je modus ponens. Pojmy dikaz a dokaza-
telna formule jsou definovany obvyklym zpusobem. Dostavame tudiz

Lemma 5.4.2 Jsou-li ¢ a ¢ = ¢ 1-tautologie V L(t), pak i ¢ je 1 tautologie V L(t).
Tudiz: KaZdad formule dokazatelnd z vijse uvedengjch aziomu je 1-tautologie V L(t).

7 vySe uvedenych axiomu lze odvodit fadu uziteénych vlastnosti jednotlivych spojek
jako jsou komutativita a asociativita konjunkce a disjunkce, distributivita konjunkce
vzhledem k disjunkci a naopak, ale téz distributivita silné konjunkce vzhledem ke kon-
junkci i disjunkci.

Zajimava je obdoba znamé (a hojné vyuzivané) véty o dedukei, kterou zde uvedeme.

Tvrzeni 5.4.1 Necht T je teorie a v, jsou formule. TU{p} & 1, prave kdyz existuje
n takové, Ze T+ " = ¢ (kde " znaci p& - - - &, n-krdt).

Nutno poznamenat, zZe v obecné V L(t) nelze dokazat dedukéni vétu tak, jak je zndma
z klasické vyrokové logiky. Plati vSak

Tvrzeni 5.4.2 1. Nechi't = tg, pak pro kaZdou teorii T nad V L(tg) a pro kazdé
dve formule @, plati:
TU{p} Y, pravé kdyz T + ¢ = 1.

2. VL(tg) je jedindg V L(t), v niZ plati klasickd véta o dedukci, tj. jestlize ve V L(t)
plati veta o dedukci, pak t = 1q.

Cviceni 5.4.1 Ukazte, Ze:

1. Ve VL(tg) a VL(t,) plati zikon sporu —(¢ A —g), zatimco ve V L(t) neplati.

2. Ve VL(tr,) plati zdkon vylouceného tietiho oV -y, zatimco ve V L(tg) ani V L(t,)
neplati.
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3. Ve VL(tg), VL(t,) i VL(t) plati implikace ¢ = ——¢p, zatimco obricend im-
plikace ——¢ = ¢ plati pouze ve VL(ty). Zikon dvoji negace tedy plati pouze
v Lukasziewiczové logice.

Odpovéd: Vsechna cvifeni jsou zaloZena na praci s t-normami a t-rezidui. Uvedeme
podrobnéjsi navod k 1. cviceni — ostatni dikazy jsou analogické.

1. Necht val(p) = a € (0,1).° Pak (vzhledem k definici negace) dostdvame pro
Godelovu ¢-normu
valg(—y) = ig(a,0) =0

a obdobné pro soucinovou ¢-normu
valp(—¢) =1iy(a,0) =0,
zatimco pro Lukasziewiczovu t-normu mame
valy,(—¢) =ir(a,0) =1 —a.

Mame tudiz
valg(p—p) = valy(p—¢) = min(e, 0) = 0

zatimco
val(p—p) = min(a, 1 — a) # 0.

Odtud konecné dostavame pro Godelovu i souc¢inovou ¢-normu
vala(=(p=p)) = valy(=(p—e)) =1,

neb 4;(0,0) = 1 pro libovolnou spojitou ¢-normu ¢, ale

valg(—(¢p—p)) = 1min(a,1 — a) # 1.

5.5 Intuicionisticka logika

Vznik intuicionistické logiky byl motivovan ponékud jinak nez vznik vicehodnotovych
a modalnich logik. V intuicionistické logice $lo predev§im o reakci na krizi v zakladech
matematiky.

SoubéZné s axiomatizaci teorie mnozin se rozvinula hluboké a radikalni kritika klasické
matematiky ze zcela jinych pozic. Bylo poukazano na to, ze v klasické teorii mnozin je

9Pokud wval(¢) = 0 nebo val(¢) = 1, jedna se o klasickou dvouhodnotovou logiku a zdkon sporu
plati pro libovolnou souvislou ¢-normu.



5.5. INTUICIONISTICKA LOGIKA 115

nedostatecné a nejasné vymezen pojem nekonecna, ktery je pro matematické uvazovani
Zivotné dulezity.

Déle bylo poukdzano na to, Ze matematika se za staleti nedokazala oprostit od re-
sidui tomistické absolutizace aristotelské logiky. Veskera logika, ktera byla az dosud
v matematice pouzivana, byla odvozena ze zkuSenosti o kone¢nych mnozinach a byla
nekriticky prenesena i do tivah o nekone¢nu. Z tohoto hlediska pak byly antinomie
sekundarnim jevem, ktery se objevil v teorii mnozin pravé proto, ze pojem nekonecna
je zde tak casto, Siroce a nepfesné pouzivan.

5.5.1 Zakladni intuicionistické ideje

vz

Snad nejznaméjsi intuicionistickou tezi je odmitani platnosti principu vylouceni tie-
tiho (tercium non datur) v logice. Neni to vSak zdaleka teze nejdulezit&jsi, protoze je
pouhym dusledkem viubec naprosto odliSného chapani matematiky, nez jak tomu bylo
v do-intuicionistické éfe bézné. Intuicionisté predevsim chapou matematiku jako mys-
lenkovou ¢innost. Pfredmétem matematiky, podle jejich predstav, jsou vysoce abstraktni
racionalni konstrukce. Tim je vyzvednut konstruktivni charakter veskeré matematické
¢innosti. Konstruktivnost se tak stava nutnou a postacujici podminkou existence ma-
tematickych prfedméti. Timto ztotoznénim existence a konstruktivnosti je podle intu-
icionisti uréena samotna povaha matematiky. Konstruktivnost je tak nejdilezitéjsim
kriteriem, které umoziiuje uréit piipustnost dané matematické ¢innosti (odvozovacich

a dokazovacich prostfedku apod.).

V dusledku toho je béznym matematickym a logickym vyrazum davan jiny smysl, nez
jak tomu bylo dfive. Naptiklad univerzalni vyrok vsSechna prirozend cisla n maji vliast-
nost F' je v intuicionistickém pojeti nutno chapat jako hypoteticky vyrok, ktery nas
zpravuje o tom, ze jestlize je ddno néjaké (ale jinak libovolné) pfirozené ¢islo n, potom
toto ¢islo mé vlastnost F. To souvisi s odliSnym chiapanim podstaty nekonecna. Na
rozdil od klasické matematiky, ktera, jak jsme vidéli, chape nekonecno ezxistencidlné,
jako zavrSeny a neménny soubor predméti, z nichz kazdy je aktualné poznatelny, uzna-
vaji intuicionisté nekonecno pouze v konstruktivnim smyslu, tj. ve smyslu proménného,
vytvarejiciho se souboru predméti, jehoz proces konstruovani pravé nemiize byt nikdy
ukoncen.

Na zakladé této predstavy neni vlastné zadny univerzalni vyrok v nekonec¢né oblasti
konstruktivni, coz je pravé zpusobeno nemoznosti aktualniho prozkoumani nekoneéné
utvarejici se fady. Toto je také duvod, pro¢ z intuicionistického hlediska nemuzeme vzdy
beztrestné piejit (podle de Morganovych pravidel) od universalnich vyroku k existenc-
nim, ¢i naopak.

Ted uz muZeme snadno ukézat, jaké motivy vedly intuicionisty k dnes uz az prilis
proslulému zieknuti se platnosti principu tertium non datur. Pfedevsim je tifeba fici,
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Ze tento princip byl zachovan v ivahach o konecngch oblastech a Ze jeho revize byla
vyvolana pravé radikalni zménou v pojeti nekonec¢na, nebo presnéji, pozadavkem kon-
struktivnosti.

Princip vylouceni ttetiho fika, ze pro libovolnou vétu p plati p V —p. Uvazujme tedy
pripad, kdy véta p je véta existuje prvek x mnozZiny M takovy, Ze x md vlastnost F.
Potom —p je véta neni pravda, Ze existuje takovy prvek x mnozZiny M, Ze ma vlastnost
F', jinymi slovy, kazZdy prvek x mnoziny M ma vlastnost —F. Princip tertium non
datur tedy pro nasi vétu tika, ze eristuje prvek x mnozZiny M, ktery md vlastnost F
nebo kazZdy prvek x mnoziny M ma vlastnost —F. Jestlize mnozina M je konec¢na, a
jestlize vlastnost F' je takova, ze o kazdém prvku dané mnoziny lze rozhodnout, zda
mé vlastnost F' ¢ nikoli, je principidlné mozné bud takovy prvek x nalézt, anebo se
presvédcit o tom, ze vSechny prvky mnoziny maji vlastnost —F'. V takovém piipadé
neni nutné pochybovat o platnosti principu vylouceni tfetiho. Zcela odlisna je situace
v nekone¢nych mnozinach, nebot zde neni v dusledku intuicionistického chapani zadna
moznost ukoncit prozkoumavani dané nekone¢né mnoziny M.

7 tohoto hlediska se ukazuje, Ze princip tertium non datur vyjadiuje v matematickych
uvahach ocekdvdni Tesitelnosti tlohy, pfitom toto o¢ekavani je podle intuicionistl spise
skeptické (to je srovnatelné s podobnym vysledkem Godelovy véty o netiplnosti). Neni
ovSem vylouceno, ze néjakou tivahou se ndm v nékteré konkrétni tloze podari zjistit,
7e zadny z prvku mnoziny M nemd vlastnost F', nebo nalezneme prvek, ktery tuto
vlastnost ma. To ale nic neméni na obecné neplatnosti tohoto principu.

MiuzZeme to demonstrovat na dvou znamych matematickych problémech. Prvnim je
problém ¢ty barev, otdzka, zda je mozno geografickou mapu (graf v matematickém
slova smyslu), ktera obsahuje n tizemi, obarvit nejvyse ¢tyfmi barvami tak, aby zadna
dvé tizemi, majici spole¢nou hranici, nebyla obarvena stejnou barvou. Tento problém
nebyl jesté neddvno obecné roziesen (pro dosti mald n bylo zndmo, Ze je pravdivy), ale
feSeni problému je principidlné mozné, protoze pro libovolné pevné n predpoklada sice
velky (budou zna¢né praktické obtize), ale konecény pocet kroki.'°

Jiného druhu je problém Fermatovy véty, ktera tika, ze neexistuje trojice prirozenych
C¢isel, ktera by vyhovovala rovnici

xn _+_ y’fl =z ,
kde n je libovolné ptirozené cislo vétsi nez 2.

Zde je situace podstatné odlisna, protoze pro libovolné pevné n je treba prozkoumat
nekonecné mnoho trojic ptrirozenych cisel. Je priznacné, ze pres veskeré usili, které bylo
problému vénovano, dlouho nebyla znama trojice cisel, kterd by uvedené podmince
vyhovovala pro néjaké n a rovnéz pro nekonec¢né mnoho n nebyla znama platnost ¢i

0Problém &tyi barev byl neddvno roziesen s podstatnym vyuZzitim pocitace.
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neplatnost této véty'!, a presto neni dokazatelna formule

(Vn > 2)—~(FzxFy3z) 2™ + y" = 2™.

5.5.2 Filozofické zaklady intuicionismu

Intuicionistické ideje pusobily na rozvoj matematického mysleni nejen extenzivné (byla

vypracovana intuicionisticka logika, intuicionistickd analyza apod.), ale i smérem k vniti-
ni stavbé a strukture intuicionismu. Uvedli jsme uz nékolik zakladnich principu a uka-

zali souvislosti mezi nimi.

Fakt, Ze matematika byla chapana jakoZto myslenkova ¢innost, mél sviij vyrazny obraz
ve zcela novém pohledu na funkci jazyka v matematice a ve védé vubec, a na jejich vza-
jemnou souvislost. Jestlize az dosud byl vztah jazyka a matematiky davan obvykle do
primé souvislosti a rozvoj matematiky a védy podminovan rozvojem jazyka, je v pojeti
holandské Skoly jazyk odsouzen do velmi podtradné role jakéhosi velmi nedokonalého
zprostiedkovatele. Proces mysleni je odpoutan od jazyka, a ten je pouzivan pouze jako
prostiedek sdélovani myslenek. AvSak toto sdélovani je znacné nepfesné, je zatizeno
nedokonalosti jazykovych vyrazi, a to jak vyrazi bézného jazyka, tak jazyka forma-
lizovaného. Navic urcité signaly jsou u ruznych lidi asociovany s ruznymi predméty a
Casto jsou i tyto asociace proménlivé. Jazyk v nejlepsim piipadé mize u posluchace vy-
volat ur¢itou excitaci vile, ktera jej muze (ale nemusi) pfivést k myslenkovym operacim
podobnym tém, které provadél ten, kdo sdéloval. Disledné tedy vzato, péstovani mate-
matiky se v ¢isté formé déje v podobé koexistence matematiki. Vubec z tohoto hlediska
je spravnéjsi klast ne otazku co je matematika, ale spise jok se déje matematika.

Tak podle Brouwera jsou matematika a jazyk specifické lidské ¢innosti, jejichz zaklad
spociva v operacich tfech druht. V matematické konstrukci, matematické abstrakci
a v excitaci vile prostfednictvim uritych signali (pismen, zvuki apod.). Tato tfeti
slozka se pravé tyka jazyka. Volni akt, ktery byl realizovin v matematické abstrakci
nebo na vyssi urovni v matematické konstrukci, se projevuje v jazyce, aby opét pusobil
ke vzbuzeni viile, coz ma za nasledek vznik novych myslenkovych operaci. Je tim za-
roven zprostifedkovana jakasi nepfesna komunikace, jejimz cilem je z duvodu nedoko-
nalosti spise dalsi rozvijeni volnich akti nez pfimy prenos informace. Tato nemozZnost
pfimého pfenosu informace neni zptlisobena pouze jazykem, ale hlavné tou riznosti aso-
ciaci, kterd uz netkvi v povaze jazyka. Plyne z toho tedy, Ze nemiuze existovat zadny

HTgsné pied odevzdanim tohoto textu do tiskarny pro proni vydani byla publikovana zpréava (P. Vo-
pénka: Lidové noviny, 13. 7. 1993) o tom, ze 23. ervna 1993 Andrew Wiles na pfednasce v Cambridge
tento 350 let stary problém vyftesil tak, ze vétu dokédzal. Bylo, a stale jesté je zajimavé sledovat jednak,
jak ovéfovani toho, Ze feSeni je spravné, postupovalo s ndmahou, protoZze dukaz je nesmirné kompli-
kovany, jednak jaké to bude mit dusledky pro dal$i rozvoj matematiky a logiky. Ve vySe zminéném
¢lanku P. Vopénka podal zajimavy rozbor moznych dusledki. My ted uz vime, Ze duvéra ve spravnost
Wilesova vysledku je velmi vysoké, takze ty spravné disledky uz mazeme vyznadit.
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pro matematiku vhodny jazyk, ktery by zabezpecil dokonalé sdéleni.

Prototypem matematické konstrukce je metoda matematické indukce neboli prvotni in-
tuice (Urintuicion) p¥irozeného ¢isla. Pfitom se, pfesné fefeno, piijima vlastné jen prin-
cip konstruovani nekone¢né vytvarejici se fady ¢isel, nikoli mnozina téchto cisel. V tzv.
konstruktivistické matematice ma tato prvotni intuice podobu intuice o opakovani né-
jaké jednoduché operace, ktera muze byt kdykoli a libovolnékrat realizovana, napft.
pripisovani ¢arky zprava. To, Ze intuici o prirozenych c¢islech mame, je jisté pravda.
Zda je to vSak jediny zaklad matematiky, mize byt ovSem predmétem diskuse. Co je
vsak prekvapujici, je neobycéejnda shoda v této intuici u ruznych lidi. Jaké jsou duvody
této shody? Vznika tak otazka, zda neni tato prvotni intuice slozitéji strukturovana a
odkud se takova intuice bere (popiipadé dalsi intuice). Zda je uréena pfedchozi zkuSe-
nosti lidstva nebo v prubéhu jakych ¢innosti je ziskavana, pomineme-li moznost jejiho
apriorniho charakteru.

5.5.3 Syntakticky systém intuicionistické logiky

Filozofii intuicionisti vlastné tvorba axiomatického systému pravé neodpovidala, Brou-
wer zadny takovy systém nenavrhl, ale pfesto byl takovy axiomaticky systém pozdéji
vytvofen. Hlavni podil na tom mél Arend Heyting (viz téZ nésledujici odstavec).

Zactneme axiomy pro vyrokovou intuicionistickou logiku. Jazyk obsahuje ¢tyti vyrokové
spojky —, =, V, A. Axiomy vyslovime se syntaktickymi proménnymi, které budou za-
stupovat libovolné dobfe utvorené formule intuicionistické logiky. Jde tedy o schemata
axiomdu.

Axiom 11 ¢ = (¢ = )

Axiom I2 (o= ¢¥) = (e = ¥ = X)) = (¢ = X))
Axiom I3 ¢ = (Y = ¢ AY)

Axiom 14 (p A1) = ¢

Axiom I5 ¢ = (p V)

Axiom 16 (¢ = x) = (v = x) = (¢ VY = X))
Axiom 17 (¢ = ¢¥) = ((p = W) = )

Axiom I8 ¢ = (—p = )

Odvozovacim pravidlem je obvyklé modus ponens.

Pro axiomatiku intuicionistické logiky je zajimavé, ze zde neni mozné nalézt jedno-
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dussi systém axiomu, ktery by obsahoval méné vyrokovych spojek, jak to dobfe zname
z klasické vyrokové logiky. Ctyfi intuicionistické spojky negace, implikace, konjunkce
a disjunkce nejsou vzajemné definovatelné, nejsou pochopitelné ani extenzionalni pri
pouziti dvou pravdivostnich hodnot. Extenzionalni (tabulkovd) charakteristika vSech
¢tyT intuicionistickych vyrokovych spojek byla nalezena az pozdéji.

Kromé vlastniho filozofického zakladu intuicionistické logiky, ktery spoc¢iva v odlisném
nahledu na nekonec¢no, nachézi tato logika uplatnéni praveé pti studiu samotného pojmu
dokazatelnosti. [6].

5.5.4 Vztah intuicionistické logiky a trojhodnotové logiky

Arend Heyting!? nalezl pravdivostni tabulky pro &ty¥i zdkladni spojky intuicionistické
logiky, kdyz uzil t¥i pravdivostnich hodnot: 1, 0, x. Heytingovy tabulky jsou pro negaci,
konjunkci a disjunkci shodné s ndm dobie znamymi tabulkami Kleeneho trojhodnotové
logiky. Tabulka pro implikaci je néasledujici:

X X X © OO+~~~
X O = X © = X © =&
n—lOr—t»—l»—l»—lXOn—t‘l}

To tedy znamena, 7e tfeti hodnota je interpretovana jako moznost. V této interpretaci
je mozné ukazat, ze vSechny axiomy intuicionistické logiky nabyvaji hodnoty 1 a ze
i odvozovaci pravidla jsou korektni, tj. Ze od formuli s hodnotou 1 vedou k formulim
s hodnotou 1. To vSak neplati obracené. Existuji formule, které, a¢ nabyvaji hodnoty
1 pro vSechny hodnoty proménnych, nejsou dokazatelnymi formulemi intuicionistické
logiky. Ptikladem je formule

(=) V(=09

Tato formule neni platnou formuli intuicionistické logiky, avSak pro vSechna udéleni
hodnot proménnym ¢, nabyva hodnoty 1.

Polsky logik Jaskowski nalezl adekvatni interpretaci intuicionistické logiky s nekonecné
hodnotami. Kurt Godel naopak ukazal, Zze pro intuicionistickou logiku nejen, neexistuje

12Holandsky matematik, ktery polozil formalni zdklady intuicionistické logiky.
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z4ddna trojhodnotovéa interpretace, ale dokonce pro libovolné prirozené ¢islo n neexistuje
ani zadna n-hodnotova interpretace.

5.5.5 Topologicka interpretace intuicionistické logiky

Zajimavou interpretaci intuicionistické logiky nalezl Alfred Tarski. Je to interpretace
topologicka a je zalozena na pojmu topologického prostoru, ktery lze definovat napt.
v terminologii okoli bodu anebo v terminologii oteviengch mnozin.

Strukturou (topologickym prostorem), ve které budeme interpretovat zékony intuicio-
nistické logiky, bude pro jednoduchost geometrické rovina, tj. mnozina F5 s obvyklymi
operacemi pruniku, sjednoceni a dopliku. Necht M C FE,. Vnitrkem M* mnoziny M
ozna¢ime mnozinu {x € Es;x € M a existuje okoli bodu x, které celé lezi v M }.
Rekneme, 7e mnozina M je oteviend, kdyz M = M*. Prazdna mnoZina i celd rovina
E5 jsou oteviené.

Formulim prifadime pravé oteviené mnoziny. Vzhledem k tomu, Ze sjednoceni i prunik
dvou otevienych mnoZin jsou opét oteviené mnozZiny (to je elementarni cviceni z teorie
mnozin), je patrné, jak takovou interpretaci realizujeme. Vzdy nepravdivé formuli false
pfifadime prazdnou mnozinu ), vzdy pravdivé formuli true pfifadime celou rovinu Fj.
Konjunkci definujeme jako prunik odpovidajicich otevienych mnozin, disjunkci jako
sjednoceni. Protoze vSak doplnék oteviené mnoziny nemusi byt oteviend mnozina,
definujeme negaci jako (Fy — M)*, tj. jako maximalni otevienou mnoZinu disjunktni
s M.

V této interpretaci zfejmé plati zdkon sporu M A—M = (), avsak neplati princip tercium
non datur. K tomu, abychom se o tom presvédcili, stac¢i vzit za M polorovinu v Es.

5.6 Vztahy mezi klasickou logikou a neklasickymi
systémy

V této kapitole jsme zbézné nahlédli do oblasti logickych systémi, které vznikly ze
zna¢né rozmanitych motivi. Kazdy z neklasickych logickych systému je kriticky za-
méren na néktery z aspektu klasické logiky, ktery byl z metodologického hlediska cha-
pan jako zna¢né omezeni vyjadfovacich prostiedki. Vétsina kritickych postoji vychéazi
ze snahy pfiblizit formalni logické systémy béZnému zpisobu vyjadfovani znalosti a
usudki, tak jak to ¢inime v pFirozeném jazyce. Je ovSem vlastnosti pfirozeného jazyka,
ze terminy, které uzivame, jsou casto vagni a nepresné. Existence mnoha neklasickych
logickych systému nas vede k otazkam:
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Jak je mozné, Ze vedle sebe existuji rizné€ logické systémy?
Je jedna logika nebo jsou ruzné logiky?
Kterd logika je ta sprdvnd?

Presvédcili jsme se, 7Ze existuje fada formalnich systémi, které aspiruji na to, Ze bu-
dou hrat ulohu logického systému, ktery je formulovan v terminech implikace, negace,
konjunkce a disjunkce. Kazdy z téchto systému néjak zpresniuje vyznam uvedenych
spojek prirozeného jazyka. Pravé vagnost prirozeného jazyka vede k tomu, Ze vzni-
kaji ruzna zptresnéni. Kazdy z alternativnich neklasickych logickych systému piinasi
zplesnéni terminu uzivanych v pfirozeném jazyce a jazyce védy z ponékud odlisného

hlediska.

Klasickd logika (vyrokovéa a predikatovéd) je ovSem nejlépe prozkoumanym formalnim
systémem. Jeji prednosti je to, ze disponuje velmi jednoduchou a presnou interpretaci
(pravdivostni tabulky ve vyrokové logice), kterd z ni ¢ini snadno ovladatelny operativni
nastroj, coz byva rozhodujicim momentem pro volbu logického systému. To je ostatné
patrné i z toho, 7ze klasicky vyrokovy a predikatovy pocet je samoziejmou soucasti
vSech zakladnich kursu logiky.

Konfrontace formélnich logickych systémiu trva jiz vice nez sedmdesét let. Stale zie-
telnéji se ale ukazuje, ze nejde o konfrontaci ¢i konkurenci v pravém slova smyslu, Ze
jde spiSe o hledani a studium alternativnich pohledi. Predstava, Ze rizné systémy jsou
si navzajem cizi, nebo si dokonce odporuji, se dnes jevi jako prilis rigorézni. Lze totiz
ukazat, ze napt. klasické vyrokové spojky jsou v alternativnich neklasickych systémech
definovatelné, a ze tedy klasickd logika je v neklasickych v jistém smyslu obsazena.

5.7 Princip tolerance

Na zavér je ale tfeba upozornit na to, Zze vztah obsazeni se netyka jen obsazeni klasické
dvouhodnotové logiky v neklasickych logikach, ale zZe i neklasické logiky lze chapat jako
obsazené v klasické logice. V publikaci [45] jsou ukdzany vztahy vzajemného obsaZeni
klasické logiky a neklasickych logickych systémi. To nas vede k tomu, ze neklasické
logiky chapeme spiSe ne jako konkurentni systémy, ale jako rozsifeni klasické logiky
o dalsi vyjadrovaci prostiedky, jejichz studium je pro rozvoj logiky nejen zajimavé, ale
i nezbytné.

Konstatovani, ze neklasické logiky jsou v jistém smyslu v klasické logice obsazeny, si
oviem vyzaduje vysvétleni. Rikdme-li napi., Ze dva systémy obsahuji tutéz formuli,
neni to zcela piesné, protoze terminy v ni obsazené jsou v ruznych systémech chapany
ruzné. Méli bychom spise fikat, ze dvé formule ¢, 1) patiici do dvou ruznych systému
jsou analogicke, kdyz formule ¢ jednoho systému vznikne z formule 1) druhého sys-
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tému nahrazenim vSech terminu odpovidajicimi terminy prvniho systému. Takovy po-
jem analogie formuli dvou ruznych logickych systému nam umozni precizovat pojem
obsazeni jednoho kalkulu v jiném. Vidime napf., Ze intuicionisticky vyrokovy kalkul
je obsazen v klasickém dvouhodnotovém vyrokovém poctu, ale ne naopak. Presto ale
muzeme, ovSem Vv jiném smyslu, mluvit o obsazeni klasické logiky v intuicionistické,
uvédomime-li si, ze kazda formule platnd v klasické logice se stane platnou formuli
intuicionistické logiky, jestliZe ji pfevedeme na ekvivalentni (z hlediska klasické logiky)
tim, Ze ji dvakrat negujeme. Tak napt. formule =— (¢ V —¢) je platnou formuli v obou
systémech. To vSak neplati pro formuli ¢V —¢. To je vysledek Kurta Godela z poc¢atku
tiicatych let.!?

BKurt Godel: Zur intuitionistischen Aritmetik und Zahlentheorie. Ergeb. Math. Koll. 4, 1931-2,
Wien.



Kapitola 6

Logika, znalosti, usuzovani

6.1 Nemonotonni usuzovani

Zmnalosti, které se tykaji vnéjsiho svéta se ¢asto méni. Postihnout dynamiku takovych
zmén znamena mj., ze musime byt pripraveni na to, ze bude tfeba ménit i disledky
diive odvozené. Usuzovani, které provadime za takové situace se nékdy nazyva nemo-
notonni, nebot jiz diive odvozené dusledky mohou byt zpochybnény ve svétle nové
prichozi informace. Nemonoténnim usuzovanim se tedy obvykle rozumi usuzovani pti
ménicich se znalostech. Kdy jsme nuceni usuzovat nemonoténné? Takovych situaci, kdy
musime revidovat svoje dosavadni znalosti a tisudky, je dost. Nejvic v béZném Zivoté.
V kontextu informatiky je dobrym ptikladem jazyk Prolog. V Prologu, pfidani byt i
jediné klauzule do programu miize zpiusobit, ze cilova klauzule, ktera byla z programu
odvoditelna, uz odvoditelnd nebude. Kdo mél co délat s databidzovymi systémy, zn4
dobfe problémy, které prinasi predpoklad uzavienosti svéta pii zodpovidani dotazu.
V bézném zivoté, ale i v umélé inteligenci, se Casto setkavame s “dérami ve znalos-
tech”, tj. s netplnou informaci o popisovaném svété nebo dokonce o svété ménicim se
v Case. Tyto situace logika postihuje jen s obtizemi a ony si pfirozené vynucuji, Ze nase
usuzovani je nemonoténni. Jejich neformalni vyklad je obsahem této kapitoly.

6.2 Neuplné informace

Mluvime-li o netiplnych znalostech, pak tim nejspis chceme fici, Ze jsou nedostacujici
k tomu, abychom na jejich zakladé mohli délat presné logické zavéry. Z tohoto hlediska
uplna znalost je néco perfektniho, definitivniho ¢i kone¢ného. Naproti tomu netplné
znalosti jsou néco nedokonalého, néco dosud nehotového, neukonceného. Neni ani tieba
prilis sofistikované iivahy k tomu, abychom si polozili otazku: Jak rozpozname, ze nase
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znalosti jsou netplné? Jedno z moznych feSeni je v odpovédi:

Vsechny nase znalosti jsou neuplné!

Ale to neni pravé konstruktivni postoj. Poohlédnéme se proto nejprve, jak se s problé-
mem vypofadavaji jinde.

6.2.1 Databaze

Kdo se nékdy zajimal o databaze, vi, Ze k tomu, aby mohl odvozovat z faktu ulozenych
v databazi, potfebuje nejen pravidla logického odvozovani, ale také néjaké dalsi pred-
poklady o svété, ktery je databdzovym systémem popisovan. Snad nejvyznamnéjsim
takovym globalnim pfedpokladem je predpoklad uzavienosti svéta, ktery (velmi zhruba)
rika, 7e pravdivé je presné to, co je obsazeno v databazi. Ale jesté jiné predpoklady
jsou nezbytné:

e Jednozna¢nost jmen objektu (unique names assumption). Podle tohoto pFedpo-
kladu rizna jména pojmenovavaji ruzné objekty.

e Vsechny objekty jsou pojmenovany, to je predpoklad uzavienosti tfidy objektu
(domain closure assumption). To znamend, Ze neni bezejmennych objekti.
A konec¢né uz zminény

e Predpoklad uzavienosti svéta (closed world assumption).

Uvazujme jednoduchou databézi, kterd obsahuje informace o ucitelich katedry a pred-
métech, které vyucuji:

uci(pavel,lisp)
uci(pavel,pascal)

uéi(petr,prolog)

Objekty a relace jsou v databazovych systémech obvykle chidpany jako zdkladni (angl.
ground) atomy a odpovéd pavel na dotaz Kdo uci lisp nebo pascal? se chape jako zavér,
vyplyvajici z toho, Ze databaze obsahuje idaje, které mohou byt chapany jako teorémy,
tj. platné formule, napi.:
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uéi(pavel,lisp) V uéi(pavel,pascal).

V pripadé nasi ucitelské databaze umoznuji vyse uvedené predpoklady popsat databézi
formulemi:

pavel # petr, pavel # lisp, petr # prolog, lisp # prolog, ...
(Vx)(z = pavel Vx = petr Vz = lisp Vz = prolog ...
(Vz)(Vy) (uéi(z,y) = (x = pavel Ay = lisp) V (z = petr Ay = prolog) V ...)

a zavéry, které jsou podporované databazi nyni, jiz budou vyplyvat z teorému. Nazna-
¢ené logicka interpretace databazového systému vSak neni monoténni v tom smyslu, ze
prosté pridani nové informace (expanze) nemé za nasledek pouhé pfidani dalsich for-
muli, ale znamena vlastné nahrazeni starych formuli novymi. To, konec koncii, neni pre-
kvapujici. Zmény obsahu databaze vedou k nemonoténnosti dusledki, zatimco logické
odvozovani zistava monoténni. Nicméné to naznacuje cesty, jak mohou byt logickému
odvozovani vtisknuty rysy nemonoténniho usuzovani, napf. dodanim dalsi podminky
analogické predpokladu uzavienosti svéta. To nas povede mj. k preferencnim logikam
a k omezenim (circumscription).

6.2.2 Aktualizace znalosti a odvozeni

vvvvvv

dem nemonoténniho usuzovani. Protoze ma velmi tésny vztah k logickému programo-
vani, vénujeme ji trochu vic mista. Definujeme pojem zavislosti (nékdy se pouziva téz
terminu justifikace, zduvodnéni, ¢i ospravedlnéni) elementarnich polozek znalosti a hle-
ddme podminky pro nalezeni zdkladni (grounded) interpretace dané koneéné mnoziny
zavislosti.

Vyhneme se tomu, abychom pro systémy aktualizace znalosti a inferenci pouzivali
oznateni TMS (Truth Maintenance Systems)', protoze nevystihuje dostatecné presné
nas problém. Systémem aktualizace znalosti a inferenci budeme rozumét program, ktery
zpracovava (kone¢nou) mnozinu vyroku a znalosti (pravidel), které ur¢uji zavislosti
mezi polozkami baze znalosti. Zavislost ¥ikd, ze polozku baze znalosti (v dalsim budeme
mit pro jednoduchost na mysli vyroky) je mozno akceptovat, kdyZ jiné polozky baze
jsou akceptovatelné a kdyz popr. jiné akceptovatelné nejsou. To vede k néasledujici
definici:

Definice 6.2.1 Zavislost je libovolnd klauzule® tvaru

c<=apf,

1Viz napi. Doyle, J. 1979, Reinfrank, M. 1989.
2Cten4r se snadno piesvédé, Ze je opravnéné formuli tvaru ¢ < a A 3 nazyvat klauzuli, protoze
muze byt pfevedena na formuli v klauzularnim tvaru jak byla definovana v odst. 3.4.
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kde c je atom, « je konjunkce atomu a 3 je konjunkce negovanich atomu.

Pro jednoduchost budeme ptredpokladat, ze atomy jsou vyrokové konstanty.

Definice 6.2.2 Bazi znalosti budeme rozumét libovolnou koneénou mnozinu zavislosti.

Protoze zavislost je definovdna tak, Ze hlava klauzule (atom c) je vyraz bez negace,
1ze bazi znalosti reprezentovat siti, presnéji grafem se dvéma druhy uzlu (vyroky) a se
dvéma druhy spojeni, jeden pro pozitivni literaly, druhy pro negativni literaly. Z které-
koli grafové reprezentace baze znalosti je zfejmé, co znamenad, Ze baze znalosti obsahuje
cyklus.

Ve shodé s tim, ze predpokladame, Ze atomy jsou vyrokové konstanty, je nasledujici
definice motivovana grafovou reprezentaci a je opét ve shodé s vyrokovou logikou.

Definice 6.2.3 Zdvislost ¢ <= a N (8 podporuje uzel ¢ v modelu M, jestlize formule
a A B je pravdivd v M.

Pojem modelu a pravdivosti je beze zmény prevzat z vyrokové logiky.

Definice 6.2.4 Necht Z je baze znalosti. Model M mnoZiny zdvislosti Z nazveme za-
kladni (angl. grounded, Cesky také setridény), kdyz M = {ci,...,cn}, kde pro kazdy
atom c; existuje aspon jedna zdvislost s hlavou ¢;, tj. ¢; <= a A B, kterd podporuje ¢; a
{a1,...,ax} C{ci,c,...,cic1}, kde a; (5 =1,...,k) jsou vSechny atomy vyskytujici
se v a.

Jinymi slovy, to, ze model je zadkladni znamenad, Ze zdivodnéni jsou provadéna acyk-
licky. Srovnej Goodwin 1987. To je prirozeny pozadavek na to, jak maji byt provadény
dikazy. Ve znalostnich systémech prvni generace to bylo feSeno pozadavkem acyklic-
nosti kazdé mnoziny znalosti, ale to je prili§ zna¢né omezeni. Pro znalosti je typické,
ze cykly obsahuji, ty vSak nesméji byt v diikazech.

Pripomenme, 7Ze v ivahach o znalostech a diivodech je dulezity smér zavislosti a ze tudiz
dvé zavislosti, které jsou ekvivalentni z hlediska klasické logiky, mohou vést k ruznym
zavérum. O tom, ze tomu tak je, a Ze to neni nic prekvapujiciho, nas presvédéi jedno-
duchy priklad.

Piiklad: Baze Z; = {a < b} a Zy = {b <= —a} jsou obé logicky ekvivalentni mnoZiné
formuli {a V b}, maji vSak ruzné zdkladni modely.
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Poznamka 6.2.1 Je zreymé, Ze kaZdy model M dané mnoZiny zdvislosti muZe bijt
zapisovdn ve tvaru M = {aq,...,a, }, kde {a1,...,a, } je mnoZina atomi pravdivijch
v M.

Pojem zakladniho modelu ilustrujeme nasledujicim piikladem: Necht

Z ={a<= -ba< —c,b<a,c< —d,d < —c}.

Snadno ovéfime, 7e mnozina M = {a,b,d} je modelem baze znalosti Z. KdyZ a je
v modelu, tak, podle tfeti klauzule, i b musi byt v modelu. P¥itom ale b anebo ¢ nesmi
byt v modelu, aby aspon jedna zavislost podporovala a. Pozadavek acykli¢nosti dikazu
dale 1ika, ze z kandidati ¢ a d je tfeba vybrat jen jednoho. Vybér ¢ by ovSem nevedl
k zédkladnimu modelu. Model M = {a,b,d} je zékladni, protoze a je podporovino
zavislosti a <= —¢, b je podporovano zavislosti b <= a a a je v modelu pred b. Konecné
d je podporovano zavislosti d <= —c.

Existuje jesté jiny zakladni model baze Z7 Nikoli. To, ze zakladni model, pokud exis-
tuje, je urcéen jednoznac¢né, vyplyva ze sémantickych tvah, které provedli Gelfont a
Lifschitz 1988 a Elkan 1990.

Definice 6.2.5 Necht I je interpretace atomu z mnoziny zdavislosti Z. Symbolem Zj
oznacime mnozinu vsech pozitivnich atomu platngch v interpretaci 1.

Jinymi slovy, Z; vznikne ze Z tak, Ze vynechame takové zavislosti s negativnim antece-
dentem —b (b je atom), pro néz M = b a ze zbyvajicich zavislosti odstranime vSechny
negativni antecedenty.

Definice 6.2.6 Interpretace I se nazyvd stabilni model bdze znalosti Z, jestlize je to
(ve smyslu inkluze) minimdlni model mnoZiny zdvislosti Z;, tj. kdyZ neezistuje takovd
interpretace I', Ze I' C I a I' je modelem Zp.

Definice zakladniho a stabilniho modelu jsou dilezité, nebot bylo ukazano (Elkan 1990),
ze pojem zakladniho modelu pro nemonotonni odvozovani v zavislostnich sitich presné
odpovida pojmu stabilnitho modelu v zavislostnich sitich chadpanych jako logické pro-
gramy. Plati totiz

Tvrzeni 6.2.1 KaZdy model M bdze znalosti Z je modelem bdze Zy;. Navic, kaZdy
zakladni model bdaze Z je zdkladnim modelem baze Zy;.

Dale plati
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Lemma 6.2.1 Kazdy zdkladni model je minimdlni (ve smyslu inkluze) a kaZdyj model
baze znalosti, kterd neobsahuje negaci, je minimdlni, pravée tehdy, kdyz je to zdkladni
model.

A koneéné

Tvrzeni 6.2.2 Model baze znalosti je stabilni prdvé tehdy, kdyz je zdkladni.

Navic bylo jesté ukazano, ze aktualizace bazi znalosti muze byt chapana jako specialni

vvvvv

odstavci.

6.3 Hierarchie dédéni vlastnosti

Sémantické sité a objektové orientované baze dat rovnéz vyzaduji nemonoténni usuzo-
vani. Objektové orientovany systém je charakterizovan nasledujicimi vlastnostmi:

Dédi¢nost: Objektové typy jsou vztazeny k jinym typim tak, Ze podfazené typy dédi
vlastnosti nadfazenych typ.

Homogennost: Vsechno jsou objekty, véetné typu. To umozinuje dynamické pridavani
novych typi.

Datové abstrakce: Objekty jsou charakterizovany svym chovanim, nikoli svou im-
plementaci .

Posilani zprav: Interakce s objektem probiha tak, Ze je mu zasldna zprava a objekt
sam rozhodne, jak odpovi.

vvvvvv

hierarchies), jsou zajimavym piikladem systému aktualizace znalosti s pravidly vyja-
dfujicimi ISA-hierarchii pojmu v sémantickych sitich.

Sité s ISA-hierarchiemi (z angl. ”... is a ... “) jsou obvykle definovény jako acyklické
sité atomickych vyroku, které jsou spojeny pozitivnimi nebo negativnimi vazbami vy-
jadtujicimi hierarchii dédéni vlastnosti. Pozitivni vazby jsou tvaru "z je y“ Negativni
vazby jsou tvaru “z je ne-y“ (oznaceni: x # y). Intuitivné ”z je normdlné ne-y “

3Viz napt. [47).
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Cesta v siti pravidel je pfirozenym zptusobem definovina jako (orientovand) posloup-
nost souvisejicich spojeni, z nichz pouze posledni muze byt negativni. Cesty slouzi
k definovani ruznych inferen¢nich stroju.

Uvedme aspon dva piiklady jednoduchych, ale nejednoznacénych siti:

Ptiklad 1: (Nixon diamond) n = r,n = ¢,q = p,r # p, chcete-li, muzete jména uzlu
¢ist takto: n = Nixon, r = republikin, ¢ = quaker, p = pacifista.

Piiklad 2: a = b,a = c,b=>d,c A d,c=e,d= f,e A f.

(Pro vétsi ndzornost si namalujte grafovou reprezentaci sité.)

Ve vétsiné metod Sifeni informace mezi uzly se preferuje specifictéjsi informace, takze
napr. v siti

a=bb=ca#c

bude z a odvozen zavér ne-c.

Podobné jako aktualizace znalosti souvisi s logickymi programy, tak usuzovani v hie-
rarchiich dédéni vlastnosti tizce souvisi se stratifikovanymi logickymi programy. *

6.4 Teorie akci

Teorie akci, véetné planovani akci, tvori rozsdhlou a relativné samostatnou kapitolu
nemonoténniho usuzovani. I formalismus byva dosti odlisny, takze se zde pouze pro
jakousi uplnost vykladu omezime na upozornéni, ze problematika planovani akci tizce
souvisi s nemonoténnim usuzovanim, protoZze provedeni akce muze mit za néasledek
zménu databaze. Planovani akci lze v jistém smyslu chapat jako dikaz formule popi-
sujici cilovy stav svéta, z mnoziny formuli, které popisuji jeho vychozi stav. Je ziejmé,
ze hodné zalezi na povaze elementarnich akci. Pradédeckem téchto systému byl znamy
STRIPS Richarda Fikese a Nilse Nilssona. Cel4 véc je navic komplikovana tim, ze akce
se déji v ¢ase a do hry vstupuji tempordlni logiky. V souvislosti s temporalnimi logikami
a nemonotonnim usuzovanim je tfeba v soucasné dobé na prvnim misté vyzdvihnout
jméno Yoava Shoama, ktery v poslednich letech snad nejvic ovlivnil vyzkum v této
oblasti. [55], [56]

4Viz napt. [50].
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6.5 Formalni teorie nemonotonni inference

Méame vyhovujici teorii nemonoténni inference? Patrné ne, kdyz takto klademe otazku.
Presnéji, teorii mame mozna az prilis mnoho, neustale vznikaji dalsi, ¢asto dost parti-

vvvvvv

6.5.1 Logika defaultu

K nejznaméjsim a zaroven nejdiskutovanéj$im teoriim patii logika defaultu ¢i preddefi-
novangch pravidel [52], v niz se k pfekonani trhlin ve znalostech pouZiva tentativnich
odvozovacich pravidel tvaru

a(z) : B(z)/v(z),

kde «(x), B(z) ay(x) jsou formule prvniho fadu s volnymi proménnymi z = {x1, ..., z,}.
V angl. literatufe se pro né nékdy pouziva oznaceni precondition, test condition a con-
sequent.

Default a vhodna n-tice a = {ay, ..., a,} zédkladnich termu dovoli odvodit formuli ()
z formule «o(z) za pfedpokladu, Zze —((a) neni odvoditelné.

Tak napi. dobie znamy a ve znalostnich systémech uz hodné otfepany default
ptak(z) : léti(z) / létd(x)

dovoli odvodit létd(pepe) ze znalosti ptik(pepe). Kdyz se ale zjisti, Ze ptak pepe z néja-
kého duvodu nelétd, musi byt defaultové pravidlo blokovano. Je ale zifejmé, ze defaulty
se mohou vzajemné blokovat. Nas default napt s defaultem

nemd kridla(z) : — létd(z) / — létd(x)

Konflikty mezi defaulty charakterizuje pojem extenze teorie s defaulty. Definice je kom-
plikovand, proto, abychom se vyhnuli technickym podrobnostem, omezime se na teorie
s normdlnimi defaulty, tj. s defaulty tvaru: a(x) : 8(z)/5(z).

Definice 6.5.1 E je extenze teorie T s (normdlnimi) defaulty D, je-li to nejmensi
deduktivné uzaviend mnozina obsauhjici T takovd, Ze pro kazZdy default o(z) : B(x)/v(x)
z D plati, Ze bud E F —=((x) nebo y(z) € E.

Podrobné o teorii defaultt viz nap¥. [52] a [5].

Piiklad: Necht T'= 0, D = {d,, d>}, kde
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dy = ptak(z) : léti(x) / léti(x),

dy = zranény(z) : — létdi(x) / — léti(x).

Tato teorie ma dvé rozsifeni:

E, = {ptdk(pepe), zranényg(pepe), léti(pepe) },
Ey = {ptdk(pepe), zranény(pepe), — léti(pepe) }.

Teorie s defaulty vSak nemuseji mit zadné rozsiteni anebo mohou mit naopak mnoho
rozsiteni. V takovém pripadé by bylo vhodné vzit nejmensi, ale to nemusi existovat.

V dalsim budeme predpokladat, ze jak mnozina faktu, tak i teorie sestavaji z formuli
prvniho fadu, a to z uzavienych formuli. Zakladni definice vSak mohou byt vysloveny
nezavisle na pouzitém jazyce i na operaci logického dusledku, ktera je pfedpokladana
v pozadi defaultového systému. Takze predpokladame, Ze je fixovan jazyk, tj. je dana
mnoZina F' dobfe utvorenych formuli spolu s deduktivni (monotonni) operaci Cn de-
finovanou na F', ktera je idempotentni, monoténni, a tranzitivni. Teorii s defaulty
budeme rozumét mnozinu formuli (vétSinou mnoZinu faktu vyjadfenych zakladnimi
instancemi v jazyce prvniho ¥addu) spolu s mnozinou D defaulti.

Definice 6.5.2 Default nazveme uzavieny, kdyz neobsahuje Zadnou volnou promeénnou
(v obvyklém slova smyslu, jak jsme tento pojem zavedli v kapitole o predikdtové logice);
jindy je otevieny. Default nazveme normalni, jestliZe jeho ospravedinéeni i zdvér jsou
logicky ekvivalentni formule (vzhledem k operaci disledku Cn).

Nasim cilem je ted definovat pojem extenze teorie s defaulty, ktery bude analogii deduk-
tivniho uzavéru. Zde je ale situace ponékud komplikovanéjsi, protoze vlastné budeme
rezignovat na striktni logickou korektnost. To, jak uvidime, bude mj. znamenat, ze
v nékterych pripadech bude mit teorie s defaulty vice nez jedno rozsifeni, v jinych
pripadech naopak nebude mit rozsiteni zadné.

Definice 6.5.3 MnoZina formuli E se nazjvd extenze, rozsiteni teorie T = [F, D]
s fakty F' a defaulty D, jestlize je to nejmensi deduktivné uzavrend mnoZina formuli,
kterd obsahuje F a pro kazdy default d € D (d = («; 5/7)) takovy, ze Cn(E U {B}) #
Fle (tj. 3 miZe byt konzistené pFiddno ° k vijsledné mnoZiné E) v € E.

Poznamka: Pokud nas jazyk obsahuje negaci a operace konsekvence je charakterizo-
vana standardni relaci dokazatelnosti (tj. relaci i), pak podminka, Ze extenze teorii
s defaulty maji byt uzaviené na vSechny aplikovatelné defaulty, miize byt lépe vyjad-
fena tak, ze pro kazdy default plati: £+ -3 or v € E.

5Termin “konsistentnd piiddno” zde zfejmé znamend, Ze konzistence je tu chdpéana vici operaci
logického dusledku, kterd je skryta v pozadi.
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Definice 6.5.4 Nechl T = [F, D] je teorie s defaulty, F je mnoZina fakti, D je mno-
zina defaulti. Necht T'(X) je nejmensi mnoZina takovd, Ze:

o FCT(X)
o On(I'(X)) = I'(X)

o Jestlize (a; B1,-..,0n/7) € D a a € T'(X) and —f4,...,70, & T'(X), potom
v € I'(X).

Rekneme, Ze mnozina E formuli je extenzi teorie T s defaulty D, kdyz T'(E) = E, tj.
kdyz E je pevny bod zobrazeni I'.

Tvrzeni 6.5.1 Necht T = [F, D] je teorie s defaulty D a E je mnoZina uzavienych
formuli proniho vddu. Definujeme

E():F

Proi1>0:
Ez—f—lzcn(Ez)U{’Y (aaﬂlaaﬁn/’)/) ED,O{EE, a_'ﬂla"'a_'ﬂngE}'

Potom E je exstenze teorie T = [F, D] s defaulty prive kdyz E = U2, E;.

Jinymi slovy, E je mnozina (uzavienych) formuli obsahujici F, kterd je uzaviend jak na
logické dusledky, tak na defaultova pravidla. Na tomto misté je tieba upozornit na to,
7e i kdyz E se vyskytuje v definici F;, nejde o definici kruhem! Je to definice korektni.

Dikaz: Snadno ovéfime vSechny podminky z predchézejici definice extenze (t¥eti pod-
minka je dusledkem minimality operdtoru I).

Implikace zleva doprava: Necht E je extenze. Indukci miuzeme dokazar, ze pro kazdé
i>0:E CF atudiz U2, F; C E a v souladu s tim, ze E = T'(E) dostavame
E=Ux,F; CE.

Implikace zprava doleva: Predpoklddejme, ze E = |2, E; C E. Analogicky predchozi
Casti dukazu lze ukézat, ze pro vSechna ¢ > 0: E; CT'(E),atak F =UX E; CE C
['(E).

Tvrzeni 6.5.2 (Minimalita extenze) Necht Ey, Ey jsou dvé riuzné extenze teorie T =
[F, D] s defaulty. Jestlize Ey C Es, pak E; = Ej.

Dukaz: Podle piedchoziho teorému mame E; = U2, E;, Ey = U2, E'. Jelikoz E; C
E,, staci ukazat, ze také Ey C E;. To lze prokazat indukci podle konstrukce extenze.
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Snadno ovéfime, ze E{ C Ej, protoZe obé se rovnaji F. Pfedpokladejme navic, Ze
E} C E] a uvazujme formuli v € E},,. Chceme dokéazat, Ze také v € E] ;. Je jisté
pravda, ze kdyz v € Cn(E},,), tak E] C E] a v € Cn(E]) C Ej_; jinak existuje
takovy default d = (a; B4, ...,0./7), 26 « € E'" a =3;,...,—0, & E". Jelikoz E! C E!
a B’ CE" mamea € Ela—f;,...,70, & E. Takie y € E; 1.

Ziejmé, teorie s defaulty ma sporné rozsiteni, pravé kdyz T je sporna.

Tvrzeni 6.5.3 Necht E je extenze teorie T = [F, D] s defaulty. Necht X C E. Pak E
je extenze teorie s fakty F'U X a defaulty D.

Dukaz: (Indukei).

Tato véta 1ika, Ze Reitertiv koncept extenze teorie s defaulty spliuje podminku opatrné
monoténnosti.

6.5.2 Priklady extenzi teorii s defaulty
Zac¢néme s priklady extenzi ruznych teorii s defaulty. Vétsina je

E1. Teorie se dvémi extenzemi:

Necht T je teorie s fakty

F ={b= —a A-c} adefaulty

D ={(;a/a), (;b/b),(;¢/c)}. Potom tato teorie ma dvé extenze:

E, =Cn(F U{a,c})
Ey = Cn(F U {b}).

E2. Teorie s jedinou extenzi:
F =10,
D ={(;a/-b),(;b/—c),(;c/d)}. Tato teorie ma pravé jednu extenzi.

E = Cn({-b,d}).

E3. Teorie se tfemi riznymi extenzemi:

F={b,c=dVa,a Nc= —e}.

D = {(;a/a),(;c/c),(dV a;e/e), (c A e;—a,dV a /f}. Tato teorie ma tyto tii rizné
extenze:

E, = Cn(F U{a,c})
Ey; = Cn(F U{a,e})
E3; =Cn(FU{ce, f}).
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E4. Teorie se dvémi extenzemi, které jsou zaloZzeny na raznych ontologiich:
F=0,
D = {(a; (3x) P(x)/(3z) P(z)), G a/a), (; —a /—a)}.

Ei = Cn({—a})
Ey = Cn({a, (3z)P(x)}).

E5. Teorie, ktera nema Zadnou extenzi:
F = {a},
D = {(a;b A c/c), (¢c;~b/—b)}.

E6. Jiny priklad teorie bez extenze:
F=0,
D ={(;a/~a)}.

Je ovSem pravdou, ze toto je ponékud “patologicky” default, ktery paradoxné spojuje
pozitivni ospravedléni s negativnim zavérem.

Nésledujici priklady ukézi, jak pridani nového faktu k danym faktim muZze dokonce
ovlivnit i pocCet extenzi.

E7. Uvazujme mnozinu defaultu:
D ={(a/a),(aVb;—a/-a)}

a dvé mnoziny faktu:

Fr=10

F2 = {CI, V b}

Potom teorie 77 = [F}, D] mé pravé jednu extenzi E = Cn({a}), zatimco teorie Ty =
[F5, D] mé dvé extenze E' = Cn(F; U {a}) a E" = Cn(Fy U {—a,b}).

6.5.3 Restrikce defaulta

Teorie s libovolnymi defaulty jsou prilis slozité a maji nékteré nezddouci dusledky, které
je obtizné popsat na obecné trovni. Hlavnim problémem neomezenych defaulti je to,
ze takova pravidla mohou byt aplikovana dokonce i tehdy, kdyz o zavéru pravidla je
znamo, 7e je nepravdivy. Abychom se této obtizi vyhnuli, obvykle pozadujeme, aby se
podminka pravdivosti zavéru vyskytovala v ospravedlnéni defaultového pravidla. To
znamena, ze pracujeme s tzv. seminormdalnimi defaulty, tj. s defaulty tvaru

(s BAY/7)

To je rozumné omezeni, které nema postatny vliv na vyjadiovaci silu logiky defaulti.
Navic Jiirgen Dix [16] ukézal, Ze nékteré dulezité vlastnosti jako kumulativnost a exis-
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tence nemohou byt splnény ani pro seminormaéalni defaultové pravidla bez standardnich
premis, tj. pro pravidla tvaru

(true; BAy/7)

Ano, nazev pro normalni defaulty je zvolen velmi dobfte, protoze kazdy “vskutku nor-
malni” default ma pravé tento tvar, zatimco ostatni tvary pravidel jsou vice ¢i méné
“patologické” jako napf. ve vySe uvedeném piikladu E5. Zkuste nalézt opravdu priro-
zeny priklad rozumného defaultu, ktery neni normalni!

Teorie s normalnimi defaulty maji dobré vlastnosti, zejména maji zarucenou existenci
extenzi, coz vyjadiuje nasledujici véta.

Tvrzeni 6.5.4 KaZdd (bezespornd) teorie, kterd obsahuje pouze uzaviené normdlni
defaulty ma aspon jedno bezesporné rozsireni.

Dukaz: Necht T' = [F, D] je teorie s normalnimi defaulty. Kdyz F je inkonzistentni,
tak mé inkonzistentni extenzi (viz dusledek teorému o minimalité extenzi). Pfedpokla-
dejme, Ze F' je konzistentni. Pozadovanou extenzi sestrojime takto:

Ey=F

Necht pro kazdé i > 0 let F; je maximalni uzaviend mnozina formuli takova, Ze

1. E; UF; je bezesporna a
2. kdyz ¢ € F;, tak existuje default d = (a;v/v) € D, 7ze ¢p = v a a € Ej.

Definujme E;y1 = Cn(E;)) UF; a E = U2, E;.
To, 7ze E je extenze teorie T lze dokazat ovérenim toho, ze

F,={y:(a;v/v) € D kde a € E; a =y ¢ E} a aplikaci Teorému 1.

Abychom mohli srozumitelné vyslovit nasledujici vétu zavedeme nejprve pojem de-
faultt generujicich extenzi E vzhledem k teorii 7' = [F, D).

Definice 6.5.5 Necht T = [F, D] je teorie s uzavienymi defaulty a E je jeji rozsitent.
Definujeme mnozinu generujicich defaultia pro E vzhledem kT nasledovné
gd(E,[F,D]))={d€ D; a € F and - ¢ E}.

Nyni je ziejmé, ze kdyz FE je extenze teorie T' = [F, D], tak potom E muzeme chapat
jako deduktivni uzavér mnoziny formuli, ktery obsahuje fakta F' a vSechny disledky
generujicich defaulti, tj.

E = Cn(F Uconsq(E,T)).



136 KAPITOLA 6. LOGIKA, ZNALOSTI, USUZOVANI

Tvrzeni 6.5.5 (Semimonotdnnost)

Necht T = [F, D] je teorie s uzavienymi normdlnimi defaulty. D' C D a E' je extenze
teorie T' = [F, D'|. Potom T md takové rozsiteni E, Ze

1. FCFEa
2. gd(E',D') C gd(E, D).

Dikaz: Definujme

F() = F
Fii1 =Cn(F;) U{v;(a;v/7) € D, kde a € F; a =y ¢ E}.

UkéZeme, Ze mnozina

E =, F; je extenzi teorie T = [F, D] (podle Teorému 2).

Avsak teorém o semimonoténnosti neplati pro libovolné defaulty. Zde je protipriklad:
Necht T' = [F, D] je takova teorie, ze F' = () and D = {(; 3/7)}. T mé jedinou extenzi
E = Cn({v}). KdyZz pfiddme novy default d' = (;-3/-3) k D dostaneme teorii 7" =
[F, D', D' = DU{d'} s jedinou extenzi E' = Cn({—(}), ale E € E'.

Tvrzeni 6.5.6 (Ortogonalita extenzi) Jestlize teorie T = [F, D] s uzavienymi normdl-
nimi defaulty md dvé riuzné extenze E',E" (tj. E' # E"), pak mnozina E' U E" je
spornd.

Dikaz: Podle teorému 1 E' = U2 E! a E" = U2, E}' kde

Ey=Faproi>0FE; , =Cn(E)U{y;(v/7) € D,kde a € Ej a =y € E'}.
Analogicky pro E": Jelikoz E' a E" jsou ruzné, tj. E' # E", a E| = E{ tak musi
existovat takové ¢ > 0, ze E; = E] a Ej, # E},,. To znamend, Ze existuje takovy
default d, ze o € Ej = E}, pro ktery —y & E' a zéroven v € E;_,, ale v € E] |. AvSak
kdyz o € Ej a vy ¢ E/, |, tak -y € E". Tudiz v € E' a =y € E". To znamen4, Ze
E" U E" je inkonsistentni.

Jestlize T' = [F, D] je takova teorie s uzavienymi norméalnimi defaulty, ze EUconsq(D)
je bezesporné, tak T" ma pravé jednu bezespornou extenzi.

Dikaz: Predpokladejme opak, Ze totiz 7" mé dvé ruzné extenze F,, E5. Potom
E; = Cn(F U consq(gd(E1, F)))
Ey = Cn(F U consq(gd(Es, F)))

Nyni
E; C Cn(F Uconsq(D))
Ey C Cn(F U consq(D))
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Avsak podle ptfedpokladu je F' U consqg(D) konzistentni, coZ je ve sporu s tim, zZe sjed-
noceni £y U Fy obou extenzi je konzistentni.

A nakonec jesté ukazeme, Ze pro danou mnozinu formuli pocet extenzi teorie s defaulty
neroste nutné s rostoucim poc¢tem defaulti. To mizeme vyslovit jako teorém.

Tvrzeni 6.5.7 Necht T = [F,D] a D' C D a necht E| a E} jsou dvé ruzné ecrtenze
teorie T = [F, D']. Potom T md dvé rizné extenze E1, Ey takové, Ze E} C Ey a Ey C Fs.

Dukaz: Vzhledem k semimonoténnosti existuji dvé rizné extenze F; a Fy takové, ze
E] C E, a E}, C FE,. Predpokladejme, ze E) = Fy. Potom E]U El, C E), ale E| U E} je
sporné. To znamend, Ze F; musi byt také spornd a tudiz i 7 (tj. F') musi byt sporna.

6.5.4 Problémy usuzovani v teoriich s defaulty

Stale jesté zustavaji oteviené problemy usuzovani v teoriich s defaulty, které pricha-
standardnimi a defaultovymi zavéry. Navic neni ziejmé jak prevadét (formalizovat)
defaulty na odpovidajici tvar, tj. na normalni, seminormalni ¢i obecné defaulty. Z vy-
poctového hlediska je vyznamné, Ze v ramci vyjadtfovaciho aparatu teorii prvniho fadu
jsou Casto obsahlejsi teorie nezpracovatelné ([52]); to se tyka i seminorméalnich teorii.
(Etherington 1988, Selman and Kautz 1988).

To je dobry duvod ke zkoumani modifikaci pojmu extenze teorie s defaulty, cz pro-
vedl napt. Witold Lukaszewicz [40], ktery zkoumal modifikaci konceptu extenze Re-
iterovy logiky, kterd zarucuje existenci extenze spolu s vlastnosti semimonoténnosti.
Lukaszewiczova modifikace je zalozena na odlisném feseni konfliktu soucasné aplikova-
telnych pravidel. V Reiterové pristupu je snaha aplikovat vSechna aplikovatelnd pravi-
dla, coz nékdy neni mozné. Avsak Poole opét nalezl priklady, kdy ani Lukaszewiczova
modifikace nepomuZe. Navic, Brewkova zkuSenost s [7] kumulativni logikou defaultu
ukazuje, ze stale jesté existuji oteviené problémy. Zda se, ze patrné nemohou byt Te-
Seny uniformni cestou. Spravna cesta patrné povede k jakési rovnovaze mezi formalnimi
omezenimi pro defaultova pravidla a zadouci volnosti vyjadfovaci sily jazyka.

Nésledujici Makinsonuv piiklad dobie ilustruje problém:
dy = (true; p/p) d> = (pV ¢; —p/-p).

Opét je to jisty druh “patologie”.
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6.5.5 Omezeni (circumscription)

Jednd se o techniku minimalizace extenze predikidtu. To lze v logice prvniho fadu
modelovat tak, ze pro definici relace vyplyvani jsou do uvahy vzaty nikoli vSechny, ale
jen nékteré modely (v jistém smyslu minimélni).

Definice 6.5.6 Necht My a My jsou modely formule «. P je predikdtovy symbol. Mezi
modely formule o definujeme relaci usporadani takto: My <p My, jestliZe

e nosice modelu My a Ms jsou shodné,

e vSechny predikdatové symboly, kromée P, vyskytujici se ve formuli o, maji v obou
modelech stejnou extenzi,

e crtenze predikdtu P v M, je casti extenze P v M.

Rekneme, Ze model M je minimalni vzhledem k relaci <p), jestlize pro kazdij model
M takovy, Ze M <p M je M' = M.

Na zédkladé pojmu minimélniho modelu pak muzeme modifikovat pojem vyplyvani
nasledovné:

Definice 6.5.7 Formule o m-vyplyva z formule 3 (vhledem k P ), jestlize v je pravdivd
ve vsSech modelech formule 3 minimdlnich vzhledem k relaci <p.

Chceme-li nap¥. modelovat situaci s atypickou (¥idce se vyskytujici vlastnosti) jako je
u nas vlastnost mit zrzavé vlasy, budeme se snazit odvodit z premis

Marie # Jan, zrzavi(Marie)

néco o Janovi a jeho vlasech. Zajisté existuji modely, v nichz Jan ma zrzavé vlasy.
My ovSem hledame jen takové modely, které jsou minimalni vici predikatu zrzavy, tj.
takové, v nichZ tento predikdt ma nejmensi extenzi. TakZe potom formule — zrzavg(Jan)
m-vyplyva z vySe uvedenych dvou premis.

Otéazkou ovSem zustava, jak m-vyplyvani charakterizovat syntakticky? Jednou z moz-
nosti, jak eliminovat nezajimavé modely, je specifickym ztisobem omezit vychozi pre-
misy. Nemonoténni disledky z dané formule se pak dostanou jako monoténni disledky
7 této formule a jeSté néceho. Cilem je vybrat to “néco” (omezeni, angl. circumscrip-
tion) tak, abychom dostali pravé miniméalni modely vychozi formule s omezenim extenze
daného predikatu.
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To se obvykle Tesi tak [9], ze omezenim predikdtu P ve formuli « je schéma (formule
druhého ¥adu) tvaru

a(®) A (((V2)®(2) = P(z)) = ((Vz) P(z) = @())),

kde z = {x1,...,x,} a symbolem a(®) jsme oznacili vysledek nahrazeni vSech vyskytu
predikatu P ve formuli o parametrem &.

Tim se ovSem dostavame za hranice teorii prvniho fadu. Pti odvozovani se proto po-
uziji vSechny instance schematu. Predikatovy parametr ® bude nahrazen jinym n-
argumentovym predikdatovym symbolem.

6.5.6 Autoepistemicka logika

77

V autoepistemickych logikach se rozsifi jazyk o dal$i modalni operator (obvykle O),
ktery vyjadiuje presvédceni o platnosti formule ¢. Puvodni formulace autoepistemic-
kych logik pochazi od R. C. Moorea, [47]. V poslednich letech jsou autoepistemické
logiky intenzivné studovany.

Definice 6.5.8 Stabilni rozsiteni autoepistemické teorie T definujeme jako mnoZinu
formuli

S(T)=Cn(TU{Op;p € S(T)} U{-Op;0 & S(T)}),

kde Cn je operace logického dusledku.

Stabilni rozsiteni maji reflektovat mozné modely presvédcéeni idedlniho racionalniho
agens, které jsou uzaviené na pozitivni i negativni introspekci. Podobné jako v Rei-
terové logice defaulti, existuji autoepistemické teorie, které nemaji stabilni rozsiteni,
jiné jich maji mnoho, dokonce i nekone¢né mnoho.

Autoepistemické logiky byly tspésné vyuzity napi. pii budovani sémantiky logickych
programu a systému aktualizace znalosti. Charakterizace je prirozend a pifima, pouze
se logickd negace nahradi autoepistemickou negaci, neboli, literdl —¢ se nahradi lite-
ralem —Ogp. Prednosti autoepistemickych logik je to, ze je to vlastné jediny systém,
v némz je je mozno rozlisit mezi presvédcenim v platnost propozice a absenci presvéd-
Ceni v platnost jeji negace. Autoepistemicka logika tak ¢ini, a to ve prospéch absence
informace.

Velmi zajimou roli v autoepistemickych mé sémantika moznych svéttii Carl Lewise pro
modalni systém S5. Moore ukéizal. Ze autoepistemickd teorie 7' je mnozina formuli
pravdivych v kazdém svété néjaké uplné struktury pro S5 pravé kdyz je to stabilni
autoepistemicka teorie.
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Definice 6.5.9 Modelem autoepistemické teorie zde rozumime dvojici & = [S,val],
kde S je uplnd struktura pro systém S5 a val : VAR — {0,1} je ohodnoceni neboli
valuace (tj. zobrazeni z vijrokovych proménnijch do pravdivostnich hodnot), které urcuje,
co je pravdivé v aktudlnim svété.

Priklady: Necht A = {—=0Op = ¢} je mnozina poc¢ateénich pfesvédéeni.

1. Predpokladejme, ze T obsahuje vyrok ¢, ale neobsahuje p. V takovém ptipadé
uplnd struktura pro S5 popisujici teorii 7' je S = {{p,q},{-p,q}}. Formule
—0Op = ¢ je pravdiva pouze ve dvou piipadech:

valo = {p, ¢}, waly = {-p,q}.

Kazdé z obou ohodnoceni odpovida néjakému moznému svétu ve struktufe pro
S v teorii T se stabilni expanzi vychozich presvédceni A.

2. Predpokladejme ted, Ze teorie T obsahuje p, ale neobsahuje ¢. Potom S =
{{p, ¢}, {p, ~q}}. Druhéa valuace, tj. val; = {—p, q} je jisté autoepistemickou in-
terpretaci teorie T' v niz A je pravda. AvSak protoze val; neodpovida zadnému
moznému svétu ve struktufe S, tak 7" nemuze byt stabilnim rozsiteni mnoziny

A.

3. Predpokladejme nakonec, 7e teorie T neobsahuje ani p ani ¢. Potom S = {{p, ¢} }.
Stejny argument (se stejnou valuaci valuaci) nas vede k analogickému zavéru jako
v predchozim prikladu.



Kapitola 7

Filozoficka logika a analyticka
filozofie

7.1 Logika a filozofie

V tradici evropského mysleni byla vzdy logika chapana jako soucast filozofie, i kdyz
k jejimu rozvoji ¢asto dochazelo spiSe v jinych disciplinach. Z c¢asti jsme nahlédli, ze
tomu tak bylo hlavné na pudé matematiky. Ale i na pudé filozofie samotné se role
logiky a jeji chapani v prubéhu ¢asu ménily.

Ve 20. stoleti se logika (nékdy nazyvana filozofickd logika) stavava vyznamnou soucasti
mohutného filozofického proudu - analytické filozofie. Co je filozoficka logika a co je
analytickd filozofie? Pro nas je analyticka filozofie spojena pfedevsim s tradici Videin-
ského krouzku a se jmény vyznacénych filozofii a logiku jako Rudolf Carnap, Gottlob
Frege, Montague, Willard van Orman Quine, Bertrand Arthur William Russell, Ludwig
Wittgenstein, Alfred North Whitehead, abychom jmenovali aspon nékterad jména pat-
fici k nejvyznamnéjsim. To je ovSem téma na samostatné skriptum. V soucasné ceské
filozofické a logické literatufe je vztahu logiky a filozofie bohuZel vénovano jen mélo
pozornosti. Ctenéfi je mozno nyni doporuéit publikaci Jaroslava Peregrina: Logika ve
filozofii, filozofie v logice. (Historicky uvod do analytické filozofie). Herrmann a synové,
Praha 1992.

Analytickd filozofie je hledanim ¥adu v naSem zpusobu vyjadfovani (tedy v jazyce) i
v naSem slozitém svété. Je mozné ji charakterizovat jako logickou analyzu jazyka, nebot
svét miuzeme uchopit vzdy pravé jen prostfednictvim jazyka. Logickd analyza jazyka
ale neni jednozna¢né vymezenou ani jednozna¢né vymezitelnou disciplinou. Casto je
chapana dost odlisné. Jednak v russelovské, carnapovské a tarskianské tradici, jednak
v tradici wittgensteinovské. V té prvni jde spiSe o presvédceni, ze filozofie je vlastné
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jen aplikaci logiky a ani jiné ambice mit nemuze. V té druhé nejde o nalézani fadu véci

Jestlize jsme na zacatku rekli, ze logik si klade otazku, jak uchopit fad véci, jak mu
porozumét, co je to pravda, pak musime skoncit konstatovanim, ze kazdy, kdo chce po-
dél tohoto stoleti Krizi evropskych véd a transcendentélni fenomenologii Edmunda Hus-
serla.! Je to patrné nezbytny pfedpoklad k pochopeni vyznamu logiky pro porozuméni
radu naseho komplikovaného svéta. Pak mozna pochopime, Ze pravda neni jen shoda
vyroku se skutec¢nosti, ale ze zalezi na tom kdo, komu, kdy, kde a co fika. Neni to jen
vlastnost vypovédi samé, je to mnohorozmérny vztah. To si ostatné dobfe uvédomoval
uz pred skoro Sesti sty lety rektor Karlovy univerzity, realista (ve stfedovékém smyslu
tohoto slova) mistr Jan z Husi.

L Academia, Praha 1972.



Kapitola 8
Strucny prehled vyznamnych logiku

Aristotelés ze Stageiry (384-322 pf¥. n. 1) Nejvyznamnéjsi zak Platonuv, zakladatel
systematické filozofie a formalni logiky, kterou chépal jako logiku pojmu (sylogistika,
teorie kategorického sylogismu) na rodil od stoické logiky vyroku. Hlavni spisy o lo-
gické problematice: Organon I-VI: Kategorie, O vyjadrovdni, Pruni analytiky, Druhé
analytiky, Topiky, O sofistickych dikazech.

Babbage, Charles (1792-1871) Anglicky matematik, profesor na univerzité v Cambridge.
Vynalezl princip analytického stroje, ktery lze povazovat za predchudce elektronického
pocitace v dneSnim slova smyslu. Jeho stroj mél byt mechanicky, avsak programova-
telny (dérnymi $titky). Prvni programétorkou byla Ada Augusta Lovelance, dcera lorda
Byrona. Jakousi men§i verzi sestrojil koncem 19. stoleti Babbegtiv syn. Hlavni spis: On
the Economy of Machinery and Manufacturers (1984)

Bolzano, Bernard Placidus Johan Nepomuk (1781-1848) Prazsky filozof, mate-
matik a logik. Profesor filozofie a ndbozenstvi v Praze od r. 1805. Vypracoval teorii
védy zalozenou na logice, v niz piedjiméa Tarského pojem logického vyplyvani. V roce
1820 zbaven profesury pro své racionalistické tendence v theologii. Hlavni dila: Wis-
senschaftslehre (Védoslovi) 1837 a Paradozien des Undendlichen (Paradoxy nekonecna)
1851.

Boole, George (1815-1864) Anglicky matematik, jeden ze zakladateli moderni lo-
giky (Booleova algebra). Zabyval se ovSem téZ po¢tem pravdépodobnosti a matematic-
kou analyzou (calculus). V letech 1849-1864 profesor matematiky na Queen’s College
v Corku (Irsko). Hlavni dila: Mathematical Analysis of Logic (Matematickd analyza
logiky) 1847 a Laws of Thought (Zakony mysleni) 1854.

Brouwer, Luitzen Egbertus Jan (1881-1966) Nizozemsky matematik a logik, od
r. 1912 profesor matematiky na univerzité v Amsterdamu. Zakladatel intuicionismu
v logice a filozofii. Hlavni dila: Zur Begrindung der intuitionistischen Mathematik 1924
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26, Historical background, principles and methods of intuitionism (Historicky zaklad,
principy a metody intuicionismu) 1952.

Cantor, Georg Ferdinand Ludwig Philipp (1845-1918) Zakladatel teorie mnozin,
kde nejvyznamnéjsi byl pojem kardindlniho ¢isla. Doktorat ziskal v r. 1867 na univerzité
v Berliné. Od r. 1869 profesorem na univerzité v Halle az do penze v r. 1913.

Carnap, Rudolf (1891-1970) Nejprve docent na univerzité ve Vidni, profesor filo-
zofie v Praze a pozdéji (1936) v USA. Jedna z hlavnich postav Videfiského krouzku.
Zabyval se predev§im formalni logikou a jejimi aplikacemi v zdkladnich problémech
epistemologie. Hlavni dila: Logische Aufbau der Welt (Logickd vystavba svéta). Lo-
gische Syntaz der Sprache (Logickd syntaxe jazyka). Meaning and Necessity (Vyznam
a nutnost). Testability and Meaning (Testovatelnost a vyznam). Ko-editor ésp. The
Journal of United Science (Erkenntnis).

De Morgan, Augustus (1806-1871) De Morgan byl profesorem matematiky na Uni-
vesity College v Londyné. Byl téz zakladatelem Londynské matematické spole¢nosti.
V roce 1838 zavedl termin matematickd indukce. Znamy jsou de Morganovy zakony
vyro kové logiky, které uvadéji dualni spojky konjunkce a disjunkce do vztahu k ne-
gaci. Pozdéji se ukazalo, ze analogické zdkony lze formulovat i v predikatové logice,
modalnich a jinych logikéach.

Eukleides z Alexandrie (asi 365-300 pf. n.l.) Jeden z nejvyznamnéjSich matematika
starovéku. Proslul axiomatizaci geometrie v dile Zaklady.

Euler, Leonard (1707-1783) Svycarsky matematik, kterj piisobil v Petrohradé a
v Berliné. Eulerovy diagramy slouzi k reprezentaci operaci a relaci na tf¥idach (mnozi-
néach). Zaslouzil se téZ o geometrii, matematickou analyzu (kalkulus) a teorii ¢isel. Na
pozvani Katefiny I (manzelka Petra Velikého) pusobil v Petrohradské akademmi véd.
Od r. 1730 profesorem fyziky a od r. 1733 profesorem matematiky tamtéz. Hlavni dila:
Mechanica (1736-37) a Dopisy némecké princezné (3 dily) (1768-72).

Frege, Gottlob (1848-1925) Némecky matematik a logik. Od r. 1874 docentem ma-
tematiky, od r. 1886 mimoradnym a od 1896 fadnym profesorem na univerzité v Jené.
Ukézal, Ze logika muze byt chapana jako prostiedek uchopeni smyslu jazykovych vy-
razi. Filozofii redukoval na logickou analyzu jazyka. Jeden ze zakladateli analytické
filozofie. Hlavni dila: Begriffschrift (Pojmové pismo) 1879, Die Grundlagen der Aritme-
tik (Zaklady aritmetiky) 1884, Uber Sinn und Bedeutung (O smyslu a vyznamu) 1892,
Logische Untersuchungen (Logickd zkoumani) 1918-23.

Gentzen, Gerhard (1909-1945) Némecky matematik a logik. Studoval v Greifswaldu
a pozdé&ji v Gottingen, kde se r. 1940 habilitoval. (Tehdy zde pusobili i D. Hilbert, H.
Weyl a dalsi vyznaéni matematikové.) Od r. 1943 na piirodovédecké fakulté némecké
Karlovy univerzity v Praze. Zemfel v r. 1945 v Praze. Jeho cilem bylo dokéizat beze-
spornost matematické analyzy. Hlavni dila: Untersuchungen tiber das logische Schliefien
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(Zkoumani o logickém uzavéru) 1935 a Die Wiederspruchtsfreiheit der reinen Zahlen-
theorie 1936.

Gddel, Kurt (1906-1978) Rakousky matematik a snad nejvyznamnéjsi logik tohoto
stoleti. Narodil se Brné. Svymi vysledky ze 30tych let (véta o netplnosti) prokazal ome-
zenost programu formalizace, tj. nemoznost formalizovat diikaz bezespornosti logického
systému uvnitt¥ systému samého. Spolu s Bernaysem tviurce jedné varianty axiomatické
teorie mnozin. Dokézal bezespornost axiomu vybéru a Cantorovy hypotézy kontinua.
Od 1941 profesor matematiky na univerzité v Princetonu (New Jersey).

Herbrand, Jean (1908-1931) Francouzsky logik. V sedmnéacti letech, tedy mimo-
rfadné brzy, vstoupil na FEcole Normale Supérieur. Tématem jeho doktorské disertace
byla matematické logika, coz v té dobé bylo prekvapivé, nebot logika se ve Francii
tehdy nepéstovala. Béhem své velmi kratké védecké kariéry — zahynul pfi horolezeckém
vystupu v Alpach — dosahl vyznamnych vysledki. Hlavni vysledek, zndAmy dnes jako
Herbranduv teorém uvadi do souvislosti teorii kvantifikace (jistou formu predikitové
logiky) a vyrokovou logikou. V soucasné dobé Herbranduv teorém tvofi zaklad pro
studium metod automatického dokazovani teorému.

Heyting, Arend (1898-1980) Holandsky matematik a logik. Tvurce formélniho sys-
tému intuicionistické logiky. Hlavni dila: Die formalen Regeln der intuitionistischen
Logik (Formélni pravidla intuicionistické logiky) 1930, Logique et intuitionisme (Lo-
gika a intuicionismus) 1952, After thirty years (Po tficeti letech) 1962.

Hilbert, David (1862-1943) Némecky matematik, od r. 1895 profesorem matematiky
na univerzité v Gottingen. Vyznamné vysledky v geometrii, matematické analyze, teorii
Cisel i algebfe. V logice predstavitel programu formalizace. Hlavni dila: Grundlagen
der Geometrie (Zaklady geometrie) 1899 a Gesammelte Abhandlungen I-III s Paulem
Bernaysem, 1932-35.

Husserl, Edmund (1859-1938) Jeden z piednich evropskych fenomenologi. Hlavni
dila: Logische Untersuchungen (Logickd zkouméni) 1900, Formale und traszenden-
tale Logik (Formélni a transcendentédlni logika) 1929, Die Krisis der europdischen
Wissenschaften und die transzendentalen Phdinomenologie (Krize evropskych véd a
transcendentalni fenomenologie) 1936.

Church, Alonzo (1903-1974) Americky logik a matematik. Tvirce tzv. A-kalkulu,
jehoz prostiednictvim byla dokazana ekvivalence teorie rekurzivnich a teorie vy¢islitel-
nych funkci.

Jevons, William Stanley (1835-1882) Studoval p¥irodni védy na University College
v Londyné. Zabyval se politickou ekonomii a matematickou logikou, téz poctem pravdé-
podobnosti. Zkonstruoval mechanické logické stroje (logické pravitko a logicky klavir).
Nejzndmnéjsi dilo: Principles of Science (Principy védy) 1874.
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Kleene, Stephen Cole (1909-1994) Studoval na Amherst College, doktorat ziskal
v r. 1934 na université v Pricetonu, kde jeho skolitelem byl Alonzo Church. Patii
spolu s Churchem, Godelem a Turingem k tvircim teorie rekurze. Ptispél k rozvoji
ideji intuicionistické logiky. Nejzndmnéjsi publikace Introduction to Metamathematics

(1952), Mathematical Logic (1967).

Leibniz, Gottfried Wilhelm (1646-1716) Némecky matematik a filozof, v matema-
tice zakladatel logicismu, je mozné ho povazovat za predchiidce moderni formalni logiky
chapané jako kalkul. Nezavisle na Issacu Newtonovi polozil zéklady infinitessimalniho
po¢tu, kde se dodnes poziva jeho symbolika. Hlavni dila: Théodicée (Theodicea) 1710,
Monadologie 1714.

Lewis, Clarence Irving (1883-1964) Profesor filozofie na Harvardové univerzité. Za-
kladatel moderni modalni logiky. Zavedl a obhajoval pojem striktni implikace v proti-
kladu k materidlni implikaci. Survey of Symbolic Logic (Pfehled symbolické logiky) a
Symbolic Logic s C. H. Langfordem.

Lukasiewicz, Jan (1878-1956) Polsky filozof a logik. Profesor na univerzité ve Lvové
a Varsavé. Jeden ze zakladeteli moderni formélni modalni logiky. Hlavni dila: Ele-
menty logiki matematycznej (Zéklady matematické logiky) 1929, Zur Geschichte der
Aussagenlogik (K déjindm vyrokové logiky) 1936, A system of modal logic (Systém mo-
dalni logiky) 1952, Aristotle’s syllogistic from the standpoint of modern formal logic
(Aristotelova sylogistika z hlediska moderni formalni logiky) 1957.

Mill, John Stuart (1806-1873) Zakladatel induktivni logiky. Hlavni dila A System of
Logic (Systém logiky) 1843, The principles of science, a treatise on logic and scientific
method (Principy védy, pojednani o logice a védecké metodé) 1874.

Peirce, Charles Sanders (1839-1914) Studoval na Harvardu. Zbyval se geodezii, kde
se seznamil s konformnimi projekcemi map pro které vzuzil eliptickych funkci. V logice
navazal na praci svého otce Benjamina Peirce o asociativnich algebrach, matematické
logice a teorii mnozin. Zabaval se téz problémem ¢tyt barev.

Post, Emil Leon (1897-1954) Narodil se v polském Augostéwé. Jeho rodina odesla
do USA, kdyZz mu bylo sedm let. Zemftel v New Yorku. V ¢lanku o tabulkové metodé
zavedl pojem konzistence (bezespornost) a pojem uplnosti. Ve své disertaci dokazal
bezespornost dvouhodnotého vyrokového kalkulu. Zabyval se i trojhodnotovou logikou
v algebraickém pojeti. Rovnéz se vénoval teorii rekurze.

Quine, Willard van Orman (* 1908) Od r. 1948 profesorem na Harvardu. Zabyval se
nejen logikou, ale i filozofii jazyka a analytickou filozofii. Mél velmi blizko k Videnskému
kruhu, ve filozofii navazoval na Rudolfa Carnapa. Hlavni dila: On what there is (O tom,
co je) 1948, Two Dogmas of Empiricism (Dvé dogmata empirismu) 1951, From Logical
Point of View (Z logického hlediska) 1953, Word and Object (Slovo a objekt) 1960.
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Russell, Bertrand Arthur William (1872-1970) Anglicky logik, matematik, filozof
a vefejny ¢initel. Clen snémovny lordi. Nositel Nobelovy ceny za literaturu 1950. Od
r. 1895 Fellow of Trinity College, Cambrige. 1910-16 University of Cambridge, pozdéji
ruzné instituce. Vyznamné ovlivnil studium logickych zdkladi matematiky. Hlavni dila
z logiky a matematiky: Principia Mathematica, 3 dily s A. N. Whiteheadem 191013,
Introduction to Mathematical Philosophy (Uvod do matematické filozofie) 1918, An
Inquiry into Meaning and Truth (Zkoumani vyznamu a pravdy) 1940.

Skolem, Albert Thoralf (1887-1963) Norsky matematik a logik. Po ném je pojme-
novana metoda eliminace existen¢nich kvantifikdtoru.

Tarski, Alfred (1901-1983) Polsky matematik a logik, ¢len lvovsko—varSavské gkoly.
Od ¢tyrticatych let zil v USA. V logice definoval pojem pravdy, modelu a sémantického
vyplyvéani. Hlavni dila: Der Warheitsbegriff in den formalisierten Sprachen (Pojem
pravdy ve formalizovanych jazycich) 1936, Undecidable theories (Nerozhodnutelné te-
orie)1953, Logic, Semantics, Metamathematics (Logika sémantika, metamatematika),
1956.

Turing, Alan Mathinson (1912-1954) Anglicky matematik a logik, dnes bychom
asi pfidali oznaceni informatik (ve smyslu anglického computer science). Zavedl mj.
teoreticky matematicky koncept pocitace, ktery je dnes nazyvan Turinguv stroj.

Venn, John (1834-1923) Je znam jako jeden z tvirci booleovské matematické logiky
diagramové metody reprezentace mnozin a jejich sjednoceni a priniki. Vennovy dia-
gramy maji vztah k Eulerovym diagramum. Hlavni dila: Symbolic logic (1881), The
Principles of Empirical Logic (Principy empirické logiky), 18809.

Wiles, Andrew John (* 1953) V r. 1993 pozitivné rozfesil tzv. velkou Fermatovu
vétu jejiz feSeni se hledalo 350 let.

Whitehead, Alfred North (1861-1947) Britsky filozof a matematik. Studoval na
Trinity College, Cambridge. Profesor na fadé univerzit, v letech 1924-38 na Harvardové
univerzité. Spolupracovnik B. Russela, s nimZ napsal Principia Mathematica. Dalsi
dila: An Enquiry concerning the Principles of Natural Knowledge (Zkoumani tykajici
se prirozenych znalosti) 1919, Science and the Modern World (Véda a moderni svét)
1926, Symbolism (Symbolismus) 1928, Adventures of Ideas (Dobrodruzstvi idei) 1933.

Wittgenstein, Ludwig (1889-1951) Rakousky filozof, 7zdk Russeliv. Od r. 1929 az
do své smrti plsobil na univerzité v Cambridge. Od r. 1939 profesorem. Jeden ze za-
kladatelu analytické filozofie. Hlavni dila: Logish-philosophische Abhandlung (Logicko-
filozofické pojednani) 1921, druhé vydéani nazvané Tractatus logico-philosophicus 1922,
Philosophische Untersuchungen (Filozofickd zkoumani), Oxford 1953.

Tento struény prehled mé samoziejmé daleko k tiplnosti. Ctendf miuZe najit dalsf in-
formace v reprezentativni publikaci manzelu Knealeovych [33], v niZ se autofi zaby-
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vaji hlavnimi proudy ve vyvoji logiky od Aristotela az po dnesek. UZzite¢nou infor-
maci mohou p¥inést nékteré specializované databaze jako napt. Hypatia, http://www-
groups.dcs.st-and.ac.uk/ history /Mathematicians/ a dalsi.



Kapitola 9

Dodatek: Matematické zazemi

9.1 Zakladni matematické pojmy

V tomto dodatku uvaddime pro uplnost zakladni matematické pojmy, se kterymi je
o pfesnych definicich, které tvori nezbytné pojmové zdzemi. Cilem je sjednotit termi-
nologii a pripadné osvézit zakladni pojmy.

9.1.1 MnozZiny a vztahy mezi mnoZinami

Mnozinou rozumime soubor néjakych véci ¢ objekti, které obvykle nazyvame prvky.
Mluvime naptiklad o mnoziné prirozenych ¢isel, mnoziné redlnych ¢isel, mnoziné vSech
piimek v roviné, mnoziné vSech déti narozenych na urcitém tzemi v urcitém caso-
vém obdobi, mnoziné priznaku dané choroby apod. Mnoziny jsou zakladni objekty, se
kterymi budeme pracovat.

Mnozinu lze vymezit ruznymi zpusoby. Vy¢et prvku (seznam) je zpusob vymezeni mno-
ziny. kterého je vhodné pouzit pii malém poctu prvki. Mnozina obsahujici vSechna
licha ¢isla men$i nez 13 muze byt snadno zadana seznamem, coZ zapiSeme takto:
{1,3,5,7,9,11}. ProtoZe se v mnoziné stardme pouze o prvky samotné, nezale7i nam
na jejich potradi, seznam {11,5,1,3,7,9} vymezuje tedy tutéz mnozinu. Nékteré mno-
ziny - a v matematice je jich velmi mnoho, d4 se Fici vétSina - nemohou byt zadany
seznamem. Tuto vlastnost maji vSechny nekonec¢né mnoziny, a proto je tfeba, abychom
je vymerzili jinak. Napiiklad tak, ze pro prvky definované mnoziny vytkneme urc¢itou
charakteristickou vlastnost, tj. vlastnost, kterou maji vSechny prvky uvazované mno-
Ziny a kterou zadné jiné véci nemaji. Piikladem muze byt mnozina vSech celociselnych
nasobku ¢isla tfi. Jinym piikladem bude mnozina vSech pfirozenych cisel délitelnych
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sedmi nebo mnozina vSech prvocisel. V taxonomii naptiklad je takové jednoznacné vy-
mezeni mnoziny casto cilem. Jde tfeba o mnozinu vSech zvifat daného druhu. Zpravidla
se hleda nejmensi soubor vlastnosti ¢i znaki, ktery takovou mnozinu vymezuje.

I kone¢né mnoziny mohou byt zadany charakteristickou vlastnosti. Tak naptiklad ho-
vofime o mnoziné vSech kofentu rovnice n-tého stupné (coz je nejvyse n-prvkova, tedy
kone¢nd mnozina), o mnoziné vSech symbolu uZzitych v tomto textu (coZ je mnoZzina
kone¢na, sice o velkém poc¢tu prvki, které by se nicméné daly spocitat), o mnoziné
priznaki viedového onemocnéni zaludku apod.

Necht ¢ je néjakd vlastnost; mnozinu vSech prvki x, které maji vlastnost ¢, budeme
oznacovat {x;¢(z)}, napf. {z; ¢islo 7 déli ¢islo z }.

Dalsim pifikladem vymezeni prvki nékterych typu mnozin je rekurentni (nékdy rikame
induktivni) definice. Rekurentné vymezime mnozinu takto: Alespon o jedné véci (o
jednom objektu) ukdzeme, 7e je prvkem definované mnoziny M. Na zakladé pravidla,
které tika, jak ze znalosti néjakého prvku mnoziny M zkonstruovat jiny prvek mnoziny
M, muzeme postupné generovat vSechny prvky mnoziny M. Piikladem muze byt zadani
mnoziny, jejiz prvky tvori geometrickou posloupnost, vzorcem: a, = 2, ap11 = a,q,q =
3. Podle tohoto predpisu muzeme postupné konstruovat prvky a; = 6, a, = 18, a3 = 54
atd. KdyZ ¢ = 2, pak jde o tzv. bindrni déleni (napft. kazda butika se v kazdé generaci,
tj. pro kazdé n, rozdéli na dvé nové buiiky). Je vSak patrné, Ze rekurentni definici nelze
vymezit kazdou mnozinu.

Pro vétsi strucénost a prehlednost vyjadifovani pouzivame riznych zkratek. Naptiklad
vyraz © € M je zkratkou vyrazu x je prvkem mnoZiny M. Zapisem x ¢ M vyjadiime,
ze z neni prvkem mnoziny M.

Dvé mnoziny se rovnaji, maji-li stejné prvky.

Piiklad: Mnozina vSech kofent kvadratické rovnice 2 — 3z 4+ 2 = 0 a mnoZina vsech
celych ¢isel z otevieného intervalu (0, 3) se rovnaji, coz zjistime snadno, porovname-li
seznamy obou mnozin. Interval (0, 3) obsahuje z celych ¢isel pouze ¢isla 1,2, coz jsou
pravé kofeny uvedené kvadratické rovnice. Rovnéz {1,3,5,7,9,11} = {11,7,9,5, 1, 3}.
Mnozina M = {1,2,3,4,5,6} se nerovnd mnoziné N vSech délitelu ¢isla 12, nebot
5€ M,ale5 ¢ N.

Mnozina, kterd neobsahuje zadny prvek, se nazyva prazdnd. Mnozina vSech celych cisel
z intervalu (24, 27) délitelnych t¥emi je prazdnd, nebot tento interval obsahuje pouze
dvé cela ¢isla, 25 a 26, a ani jedno z nich neni délitelné tfemi. Prazdna je také mno-
Zina pismen arabské abecedy uzitych v tomto textu, o ¢emz se muZeme presvédcit
podrobnym prectenim celé knihy. Naproti tomu mnozina vSech feckych pismen pouzi-
tych v tomto textu je neprazdna. Jiny priklad: MnozZina vSech aktivné 1étajicich plazu
je prazdna stejné jako mnozina vSech slonu Zijicich za polarnim kruhem. Vzhledem
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k tomu, Ze mnozina je urcena svymi prvky, existuje jedind prazdna mnozina, kterou
oznac¢ime (). Nebo jinak, vSechny prazdné mnoZiny jsou si rovny - maji stejné vlastnosti.

7 mnozin muzeme tvorit nové mnoziny i tak, ze vychozi mnoziny se stanou prvky no-
vych mnozin. Dostavame tak mnoziny mnozin, mnoziny mnozin mnozin, atd. Mnozina
{0} neni prazdnd, protoze obsahuje pravé jeden prvek, totiz prdzdnou mnoZinu. Je to
mnozina jednoprvkova.

Prinikem M N N mnozin M, N rozumime mnozinu vSech prvki nalezejicich jak do M,
tak do N, tj. pro kazdé x plati

r€MNN& (xe€MAzeN),

Sjednocenim M UN mnozin M, N rozumime mnozinu vSech prvki, nalezejicich alespon
do jedné z mnozin M, N, tj.

r€MUN®& (xr€MVzeN),

Rozdilem M — N mnozin M, N rozumime mnozinu vSech prvkua z M, které nepatii do
N. Nékdy také hovorime o dopliiku mnozZiny N v mnozZiné M. Jestize mnozina M je
pevné urcena, pouzivame pro doplnék oznaceni —N.

Rekneme, 7e N je ¢dsti (podmnozinou) M (oznaéeni N C M), kdy7 kazdy prvek z N
patii také do M. Jestlize jedna mnozina je ¢asti druhé, fikdme také, ze ob€ mnoziny
jsou ve vztahu inkluze. Pov§imnéme si, ze prunik, sjednoceni a rozdil jsou operace na
mnozinach, které z jednéch mnozin vytvareji nové mnoziny, kdezto inkluze je vztah
mezi mnozinami. O uvedenych mnozinovych operacich a o vztahu inkluze plati fada
elementarnich tvrzeni, ktera lze snadno ovéfovat pomoci grafického znazornéni. Mezi
takova dilezitd tvrzeni patii napfr. tvrzeni, kterého se velmi Casto pouziva pii doka-
zovani rovnosti dvou mnozin: Jestlize jedna mnozina je casti druhé a naopak, pak se
mnoziny rovnagi. Symbolicky: M C N a N C M, potom M = N.

Snadno se presvéd¢ime o tom, ze prunik a sjednoceni jsou asociativni a komutativni
operace. To v8ak neplati pro rozdil.

Dulezitou roli v fadé, ivah hraje mnozina vSech podmnozin dané mnoziny, tzv. potencni
mnoZzina. Nechf N je mnoZina sestavajici ze dvou prvki, napf. N = {1,2}. Poten¢ni
mnozina P(N) mnoziny N pak sestavé ze ¢tyf mnozin, tj. P(N) = {{1}, {2}, {1, 2}, 0}.
Prazdna mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny. Snadno si rozmyslime, Ze potenc¢ni
mnozina n-prvkové mnoziny mé 2" prvki, nebot je pravé tolik podmnozin. Jesté priklad
pro n = 3. Necht N = {1, 2,3}, potom

P(N) = {0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Necht M, N jsou mnoziny. Kartézskym soucinem M x N mnozin M, N rozumime mno-
zinu v8ech uspofddanych dvojic [z, y] takovych, ze x € M, y € N. Protoze kartézsky
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sou¢in’® je definovin pomoci uspotradanych dvojic, neplati M x N = N x M, tj. kartézsky
souc¢in neni komutativni, nelze zaménit poradi mnozin pravé proto, ze jde o usporadané
dvojice prvki.

Snadno také ovéfime, ze M x ) = ) x M = (. Obecné muZeme definovat n-arni

kartézsky soucin M; X ... x M, mnozin M, ..., M, jako mnozinu vSech usporaddanych
n-tic [z1, ..., xs] takovych, ze x; € M; (proi =1,...,n). Jestlize M; = M pro vSechna
i = 1,...,n, oznacujeme takovy kartézsky soucin (tj. mnoZinu vSech uspofadanych

n-tic prvku z M) symbolem M™ a nazyvame jej n-tou mocninou mnoziny M.

9.1.2 Relace, operace, funkce

Dosud jsme hovofili o mnozinach a operacich na mnozinach. Nyni prejdéme k velmi
dulezitému pojmu relace, ktery je matematickym vyjadienim toho, co v obvyklé mluvé
oznacujeme vyrazem vztah mezi objekty ¢i prvky néjaké dané mnoziny. Jestlize v ma-
tematice hovofime o relaci ¢i vztahu, pak mame obvykle na mysli dvojice (v obecném
piipadé n-tice) objekti, které jsou ¢i nejsou v daném vztahu. Na tyto dvojice se mizeme
divat jako na prvky jisté mnoziny, presnéji mnoziny usporadanych dvojic, kterou bu-
deme nazyvat relace mezi uvazovanymi objekty. V tomto odstavci si také ukazeme, jak
souvisi pojem relace s pojmem operace na mnoziné, a dale to, ze zvlastnim piipadem

vvvvvv

Binarni relaci R mezi mnozinami M, N rozumime libovolnou podmnozinu kartézského
souc¢inu M x N. Tedy R C M x N. Dva prvky z,y jsou v relaci R, kdyz [z,y] € R.
V takovém piipadé piSeme R(z,y) nebo také zRy. Jestlize M = N, fikdme stru¢né, ze
R je relace na M.

Mnozinu vSech prvku x takovych, Ze k nim existuje prvek y tak, ze [z, z] € R, nazveme
definicni obor relace R a oznalime jej D(R), tedy D(R) = {z;[z,y] € R}. Inverzni
relace R™! k relaci R je takova relace, ktera obsahuje uspofddanou dvojici [z, y] pravé
tehdy, kdyz [y,z] € R. Pomoci inverzni relace snadno definujeme obor hodnot H(R)
relace R takto: H(R) = D(R™!). Tedy oborem hodnot relace je defini¢ni obor inverzni
relace. Defini¢ni obor relace spolu s oborem hodnot se nazyva pole této relace.

Necht M je libovolna mnozina. Symbolem I,; budeme oznacovat identitu na M, tj.
relaci Iy = {[z,y];x =y Ax € M}, neboli {[z,z];z € M}.

Necht R, S jsou relace. SloZend relace RoS je takova relace, Ze [z,y] € RoS pravé tehdy,
kdyz existuje z tak, Ze [z, z] € S A[z,y] € R. Relace Ro S se téZ nékdy nazyva relativni
soucin relaci R, S. Skladani relaci neni komutativni, obecné totiz neplati RoS = S oR.

! Termin kartézsky soucin se pouziva na pocest francouzského matematika a filozofa René Descarta,
lat. Cartesia.
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Rekneme, Ze relace R na mnoziné M je reflexivni na M, kdyz pro kazdé x € M plati
xRx. Relace R je symetrickd na M, kdyz pro kazdé x,y € M plati Ry = yRz a je
tranzitivni na M, kdyz pro kazdé z,y,z € M plati (zRy A yRz) = zRz.

Napriklad relace rovnosti mezi ¢isly je reflexivni, nebot kazdé ¢islo je rovno samo sobé,
zatimco relace “byt mensi nez’, kterou obvykle oznacujeme <, neni reflexivni, nebot
napt. neni pravda, ze 5 < 5. Relace rovnosti je jisté symetrickd, zatimco relace <
symetricka neni, protoze napt. 3 < b, ale neplati 5 < 3. Obé relace jsou vSak tranzitivni.
Jisté naprt. plati 7ze kdyz 3 < 5 a 5 < 6, tak 3 < 6.

Rekneme, 7e relace R je na M asymetrickd, kdy? pro kazdé x,y plati z Ry = —(zRy); je
slabé asymetrickd na M, kdyz (zRy) A (yRx) = (x = y); je souvisld (téz trichotomickd)
na M, kdyz pro kazdé x,y € M plati (zRy) V (yRx), neboliz <yVz=yVy<z.

Ptiklad: Relace < (byt mensi neZ) je na mnoziné pfirozenych ¢isel asymetrickd (z <
y =y &£ x), ale neni souvisla, protoze neni uz ani reflexivni. Snadno totiZ uvazime, ze
k tomu, aby relace byla souvisla, musi byt reflexivni. Pro relaci < mezi prirozenymi ¢isly
jisté neplati x < x. Fakt, Ze relace neni souvisla, vlastné znamena, zZe existuje dvojice
prvku, pro kterou neplati ani xRy, ani y Rz, nebo jinak feceno, existuji nesrovnatelné
prvky.

Rovnéz neni tézké si rozmyslet, Ze relace R je reflexivni na M pravé tehdy, kdyz ob-
sahuje identitu, tj. kdyz Iy C R, je symetrickd, kdyz R = R™!, a je tranzitivni, kdy#
obsahuje slozenou relaci Ro R..

Priklad: Kdyz R = “byt rodicem” na mnoziné lidi, tak R o R = “byt prarodicem”.

Relace, ktera je na mnoziné M reflexivni, symetrickd a tranzitivni, se nazyva ekviva-
lence na M. Ziejmé Iy a M x M jsou ekvivalence na M. Ptitom Ij; je v jistém smyslu
nejjemnéjsi a M x M je nejhrubsi mozna ekvivalence na M, nebot pro kazdou ekvi-
valenci E na M plati I, C E C M x M. Necht E je ekvivalence na M. Faktorizaci
mnoziny M podle E rozumime mnozinu mnozin (nékdy fikdme té7 systém mnozin)

M/E = {E(2);z € M)},

kde E(z) = {y;y € M AxzEy}. Mnoziny E(x) nazyvame tiidy ekvivalence v E. Faktori-
zaci mnoziny podle ekvivalence dosdhneme toho, ze v dalsich avahéch, kde se vyskytne
ekvivalence F, nemusime rozliSovat mezi prvky, které patii do téze tiidy ekvivalence;
miuzeme je z hlediska téchto ivah ztotoznit.

Necht I je opét indexova mnozina. Rozkladem na mnozZiné M budeme rozumét takovy
systém mnozin M;(i € I), ze pro vSechna i € I je M; C M, kazdé dvé ruzné mnoziny
My, M; jsou disjunktni (tj. M N M; =0) a M = U M;.
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Ziejmé kazda relace ekvivalence urcuje rozklad na M, coz lze vyjadrit také tak, ze
kazda faktorizace mnoziny podle ekvivalence je rozkladem a také opacné.

Relace R na M se nazyva cdstecné uspordidani mnoziny M, kdyz R je reflexivni, tranzi-
tivni a slab& asymetricka (tj. kdyz plati (zRy) A (yRz) = x = y). Rekneme, Ze mnozina
M je linedrné uspordadand relaci R, kdyz R je navic souwvisld, tj. kdyz kazdé dva prvky
jsou relaci R srovnany.

Mnoho mnozin, se kterymi pfichdzime ¢asto do styku, mé a priori néjaké “prirozené”
usporadani. Tak naptiklad prirozené ¢isla jsou usporadana podle velikosti, slova v dané
abecedé jsou usporadana lexikograficky, tzn. jako slova ve slovniku, apod. OvSem i na
téchto mnozinidch muzeme definovat jiné relace usporadani (napf. slova podle délky).

V terminologii uspofddanych mnoZin neexistuje v literatuie plna shoda. Casto se
uspofadanym mnozinam fika pouze usporadané, nebo naopak se termin c¢astecného
usporadani ponechava tak, jak jsme jej definovali a mnoZiny linearné usporadané se
nazyvaji prosté uspordidané. Aby nevznikly zbyte¢né nejasnosti, volime radéji obsirnéjsi
terminologii pouze s privlastky, abychom zduraznili, Ze v pripadé ¢aste¢ného usporadani
mohou existovat nesrovnatelné prvky a ze v pfipadé linearniho usporadani si lze prvky
usporadané mnoziny predstavit sefazené do Tetézce.

9.2 Jesté poznamka o nekonecnu

Porozuméni nekoneé¢nym mnozinam je dulezitym predpokladem porozuméni mnohym
problémim moderni logiky. Studenti, ktefi dnes pfichazeji na vysoké skoly bohuzel
toho o nekoneénu ani po Gspésné maturité piili§ nevédi.? Nezbyva nam tedy nez né-
ktera fakta pripomenout. Tyka se to napf. poc¢tu prvki nekoneénych mnozin neboli
kardinalnich ¢isel. Pocet prvku koneéné mnoziny vyjadiujeme prirozenym ¢islem, u ne-
kone¢nych mnozin takovou moznost nemame. Musime se tedy obratit k jiné moznosti,
jak porovnéavat, kterd ze dvou nekonec¢nych mnozin obsahuje vice prvki. K tomu ob-
vykle slouZi pojem zobrazeni. Rekneme, Ze dvé mnoZiny M, N maji stejny pocet prvki
(a to plati pro v8echny, tedy i koneéné mnoziny), kdyz existuje vzajemné jednoznacéné
zobrazeni mezi M a N a piSeme M =~ N. Kdyz existuje jednoznac¢né zobrazeni M do
N, ale nikoli naopak, tj. zobrazeni N do M, fekneme, Ze prvni mnozina je “mensi nez”
ta druhd a piSeme M < N. To je zdkladni moznost jak porovnavat mnozstvi prvku
nekone¢nych mnozin. Nekone¢né mnoziny, jak snad vime, maji tu podivnou vlastnost
(kterou nemaji mnoziny kone¢né), 7e se mize stat, 7ze nekoneénd mnozina je vzajemné
jednoznac¢né zobrazitelnd na svoji vlastni ¢ast. Napr. mnozinu vSech pfirozenych cisel
lze snadno vzajemné jednoznacné zobrazit na mnozinu vSech sudych cisel, coz je jisté

2Mozn4 k tomu piispélo ponékud problematické zrugeni povinnosti sklddat maturitni zkousku také
pravé z matematiky.
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jeji podmnozina. Mohlo by se tedy zdat, Ze touto vlastnosti oplvyvaji vSechny neko-
necné mnoziny. Ale tak tomu neni. Pfipomeneme si proto jiz vic nez sto let zndmou
vétu, podle které existuji nekone¢né mnoziny, které na sebe zobrazitelné nejsou. Z ma-
tematiky si mozna vzpominame, Ze mnozinu vSech pfirozenych ¢isel nelze vzajemné
jednoznac¢né zobrazit na mnozinu vSech ¢isel realnych.

9.2.1 Cantorova véta

Pro kazdou mnozinu M plati: M < P(M), kde znaménko usporadéani chapeme ve shora
uvedeném smyslu, Ze totiz neexistuje zobrazeni z druhé mnoziny do prvni.

Chceme tedy dokéazat, Ze neexistuje vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny M na
jeji potenéni mnozinu P (M).

Diikaz (sporem): Necht f ma takovou vlastnost. Uvazujme mnozinu Z = {m € M;m ¢
f(m)}. Zajisté Z C M, tj. Z € P(M). Ukdzeme, Ze mnoZina Z nemé vzor v zobrazeni

f.

Kdyby totiz néjaké v bylo vzorem mnoziny Z, tj. kdyby f(v) = Z, tak by (podle
definice této mnozZiny) pro kazdé m € M platilo
m ¢ Z < f(m)

a specialné pro v by platilo
veZev¢ f(v),

coz ale neni mozné, protoze f(v) = Z.

Lemma 9.2.1 KaZdé zobrazeni f : P(X) — P, které je monotdnni (vici inkluzi), tj.
pro které plati

zCy= f(z) Cf(y),

md pevny bod, tj. existuje takové ¢ € P(X), Ze f(c) =c).

Dukaz:
C={uC X;uC f(u)}
c=UC

Ziejmé ¢ C X a pro vSechna u € C plati u C c. Protore F' je mnoténni, tak pro kazdé
ueC:

uC f(u) € flc)

. A tudiz ¢ = UC C f(c). A opét diky monoténnosti zobrazeni f
fle) C f(£(c),
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coz znamend, 7e také f(c) € C a tudiz f(c) C ¢, coz jsme méli dokazat.

9.2.2 Véta Cantor-Bernsteinova

XIYVYANY X X=X=rY

Dukaz: Sestrojme nejprve zobrazeni H : P(X) — P(X) tak, ze pro kazdé x € X
H(z) =X —g(Y - f(z))

kde H monoténni vzhledem k inkluzi; ¢ je fixpunkt (pevny bod) zobrazeni podle pied-
choziho lemmatu, tj.
c=H(c)=X—g - f(0)

Potom

X—c=X—(X—-gY - flc))
X —c=gY - f(c)

Zobrazeni h : X — Y pak definujeme takto:

h(a) = f(a) proa € ¢
h(a) = g7(a) proa € X —c.

Ziejmé h je prosté zobrazeni X na Y, coz jsme chtéli dokazat.
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